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1 Basisbegrippen

1.1 Het Limietbegrijp

Definitie 1 Zij a ∈ IR enε > 0. De verzamelingUε(a) = {x ∈ IR : |x − a| < ε} =
(a− ε, a + ε) wordt deε-omgeving vana genoemd.

Zij V ⊂ IR. En getala ∈ V wordt een inwendig punt vanV genoemd als er een
ε > 0 bestaat źo, datUε ⊂ V . Een getala ∈ V dat geen inwendig punt is wordt
randpunt genoemd.

Definitie 2 (Limiet) Zij {x(n) : n ∈ IN} een rij in IR anda een rëeel getal. Het getal
a wordt de limiet van de rij{x(n) : n : IN} genoemd als er voor iederε > 0 een getal
Nε ∈ IN bestaat źo, dat voor ieder natuurlijk getaln > Nε geldt

|x(n)− a| < ε.

Wij noteren dit als
lim

n→∞
x(n) = a

of x(n) → a alsn →∞.
Een rij, die een limiet heeft, wordt een convergente rij genoemd. Een rij, die geen

limiet heeft, wordt een divergente rij genoemd.
De rij {x(n) : n ∈ IN} divergeert naar (plus) oneindig als voor iedereu ∈ IR een

getalNu ∈ IN bestaat źo, dat voor ieder natuurlijk getaln > Nu geldt

x(n) > u.

Wij noteren dit als
lim

n→∞
x(n) = ∞

of x(n) →∞ alsn →∞.

Schrijfwijzen voor rijen:{x(n) : n ∈ IN}, {x(n)}, {xn : n ∈ IN}, {xn},
(x(n))∞n=1, . . .

Voorbeeld 1 Wij tonen aan dat de limiet van de rij{ 1+n
n } gelijk aan1 is.

Er geldt: ∣∣∣∣1 + n

n
− 1
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1n + 1− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ = 1

n

De fractie1/n wordt klein voorn groot. Zij ε > 0. NeemNε = 1
ε en vervolgens

n > Nε = 1
ε dan volgt ∣∣∣∣1 + n

n
− 1
∣∣∣∣ = 1

n
<

1
1
ε

= ε.
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Voorbeeld 2 [Optional, identiek met Opgave 1, Practicum week 1](Voorbeeld, p
71 K&N)
Met de definitie van limiet tonen we aan datlimn→∞

2n2+3n+4
2n2+3 = 1. Zij ε > 0. Neem

Nε = 2
ε . Zij vervolgensn > Nε. Er geldt achtereenvolgens:∣∣∣∣2n2 + 3n + 4

2n2 + 3
− 1
∣∣∣∣ = 3n + 1

2n2 + 3
<

3n + n

2n2
=

2
n

<
2
2
ε

= ε.

Hiermee hebben we bewezen datlimn→∞
2n2+3n+4

2n2+3 = 1. Klad: Hoe kom je aanNε =
2
ε ? We hebben al gezien dat∣∣∣∣2n2 + 3n + 4

2n2 + 3
− 1
∣∣∣∣ < 2

n
.

Dus als 2
n < ε, dan is ∣∣∣∣2n2 + 3n + 4

2n2 + 3
− 1
∣∣∣∣ < ε,

oftewel alsn > 2
ε , dan is ∣∣∣∣2n2 + 3n + 4

2n2 + 3
− 1
∣∣∣∣ < ε.

Het probleem is dus opgelost als we nemenNε = 2
ε .

Rekenregels voor limieten: Als{xn} convergeert naara en{yn} convergeert naarb,
dan

(i) convergeert de somrij{xn + yn} naara + b

(ii) convergeert de produktrij{xnyn} naara b

(iii) convergeert de quotiëntrij {xn

yn
} naara

b (b 6= 0)

Opmerking: dit geldt ook voor divergente rijen.

Voorbeeld 3 Wij tonen aan dat de limiet van de rijR = { 2n+4·3n

3n+1 } gelijk aan4 is.
Wij gebruiken daarbij de eigenschap dat voor iederea ∈ IR met|a| < 1 de rij {an}
convergeert naar0. Als we de teller en noemer van dende-term delen door3n, dan is
dende-term te herschrijven als

2n + 4 · 3n

3n + 1
=

(
2
3

)n + 4

1 +
(

1
3

)n .

De rij R laat zich ten behoeve van het convergentie-onderzoek als volgt ontleden:

(stap 1) limn→∞
(

2
3

)n = 0 enlimn→∞
(

1
3

)n = 0

(stap 2) volgens de rekenregels voor de somrij geldt:limn→∞(
(

2
3

)n + 4) = 0 + 4 = 4
enlimn→∞(1 +

(
1
3

)n) = 1 + 0 = 1
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(stap 3) volgens de quotiëntenregel convergeert de rijR naar 4
1 = 4

Voorbeeld 4 [Optional] (Voorbeeld, p80 K&N) Wij onderzoeken de convergentie van
de rij R = {

√
n2 + n−n} en willen, in het geval van convergentie, weten wat de limiet

is van de rij. [Om enigszins een idee te krijgen van het gedrag van de rij rekenen wij
eerst een aantal termen uit. Het lijkt er inderdaad op dat er rij een ‘plafond’ bereikt.]
Om de limiet daadwerkelijk te berekenen passen we de zogenaamde worteltruc toe. Als
we tn =

√
n2 + n − n vermenigvuldigeńen tegelijkertijd delen door

√
n2 + n + n

dan komt in de teller een zogenaamd merkwaardig product te staan van de vorm(a−
b)(a + b) dat gelijk is aana2 + b2. Laten we eens kijken wat we daarmee opschieten:

tn =
(√

n2 + n− n
)√n2 + n + n√

n2 + n + n
=

n2 + n− n2

√
n2 + n + n

=
n√

n2 + n + n
.

Delen we tot slot teller en noemer doorn krijgen we

tn =
1√

1 + 1
n + 1

.

De rij (tn)∞n=1 laat zich aan de hand van de laatste uitdrukking voortn ten behoeve
van het convergentieonderzoek als volgt ‘ontleden’: de rij(1 + 1

n ) convergeert met

limiet 1, de rij
√

1 + 1
n convergeert met limiet

√
1 = 1 (oefening), de rij

√
1 + 1

n + 1

convergeert met limiet2, entn convergeert met limiet12 .

Voorbeeld 5 [Optional] (Voorbeeld, p107 K&N) We tonen aan dat de functief op
[0,∞) \ {1} =: Df , gedefinieerd doorf(x) = 3x−3√

x−1
, de limiet6 in 1 heeft.

Er geldt ∣∣∣∣ 3x− 3√
x− 1

− 6
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣3(x− 1)√
x− 1

√
x + 1√
x + 1

− 6
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣3(x− 1)(

√
x + 1)

x− 1
− 6
∣∣∣∣

= |3(
√

x + 1)− 6|
= |3(

√
x− 1)|

=
∣∣∣∣3 x− 1√

x + 1

∣∣∣∣
≤ 3|x− 1|.

Als |x − 1| < δ dan geldt3|x − 1| < 3δ. Dus voorε > 0 volgt voor allex met
|x− 1| < ε

3 =: δε dat ∣∣∣∣ 3x− 3√
x− 1

− 6
∣∣∣∣ < ε.

Hiermee hebben we bewezen datlimx→1
3x−3√

x−1
= 6.
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Cauchy rij: Een{x(n) : n ∈ IN} in IR noemen wij eenCauchy rij als er voor ieder
ε > 0 een getalNε ∈ IN bestaat źo, dat voor alle natuurlijke getallenm,n > Nε geldt

|x(n)− x(m)| < ε.

Een rij{x(n) : n ∈ IN} is een Cauchy rij dan en slechts dan als de rij convergent is.
N.B.: Opbouw van de rëeele getallen. Een getalx ∈ IR is de verzameling van alle

Cauchy rijen uit de rationele getallen die dezelfde limietx bezitten.

1.2 Continüıteit

Een functief van een verzamelingA naar de verzamelingB is een voorschrift dat aan
ieder elementx van A precieséén elementf(x) van B toevoegt. De verzamelingA
wordt het definitiegebied of domein vanf genoemd en wordt ook aangegeven metDf .
We noteren de functief vanA naarB als

f : A → B of f : Df → B.

We noemenf(x) het beeld vanx onderf . De verzameling van alle beelden wordt aan
waardenverzameling of het bereik vanf opA genoemd en aangeduid metRf (van het
Engelse ‘Range’) off(A).

Definitie 3 Zij f een functie op een intervalI enc ∈ I. De functief wordt continu in Def. 1.5, p. 18
c genoemd als er voor iederε > 0 eenδ > 0 bestaat źo, dat

∀x ∈ I : |x− c| < δ ⇒ |f(x)− f(c)| < ε.

De functie wordt continu genoemd alsf continu is in ieder punt vanI.

Een functief op een intervalI is dan en slechts dan continu inc als voor ieder rij
{xn} in I, waarvoorlimn→∞ xn = c, geldtlimn→∞ f(xn) = f(c).

Voorbeeld 6 We tonen aan dat de functief op IR, gedefinieerd door

f(x) =

{
x2 + 1 alsx ≤ 2
x + 4 alsx > 2

niet continu is in2. Beschouw de rij{xn = 2 + 1
n}. Dan geldtxn > 2 voor iedere

n ∈ IN en limn→∞ xn = 2. Voor de beeldrij geldtf(xn) = 6 + 1
n voor iederen ∈ IN

duslimn→∞ f(xn) = 6. Alsf continu was in2 dan zou volgens het rijencriterium de
beeldrij {f(xn)} limiet f(2) = 5 moeten hebben. Dit is niet het geval dusf is niet
continu in 2.

Voorbeeld 7 [Optional] (Voorbeeld p118 in K&N)

• De functief op R, gedefinieerd doorf(x) = x3, is continu in2 omdatf(2) =
23 = limx→2 x3.
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• De functief op [0,∞) gedefinieerd door

f(x)

{
3x−3√

x−1
als x 6= 1

6 als x = 1

is continu in 1. Immers,f(1) = 6 = limx→1
3x−3√

x−1
, zie voorbeeld 5.

Een verzamelingV ⊂ IR wordt een open verzameling genoemd, als ieder punt
van V een inwendig punt vanV is. Een verzamelingV ⊂ IR wordt een gesloten
verzameling genoemd, als het complement vanV open is. Een verzamelingV ⊂ IR
wordt begrensd genoemd, als er eenm > 0 bestaat źo, dat voor iederex ∈ V geldt
|x| ≤ m. Een deelverzamelingV van IR wordt compact genoemd, alsV begrensd́en
gesloten is. Voorbeelden: intervallen[a, b], a < b ena, b ∈ IR, zijn compact.(a, b] en
IR zijn niet compact.

Theorem 1 (stelling van Weierstrass) Iedere continue functief op een compact inter- Th. 1.6, p. 18
en 544+545 uit
B & V

val I heeft een minimum en een maximum.

Bewijs: Zij f een continue functie op een compact intervalI = [a, b]. Dan isf be- volgt Deriva-
tion 2, p545 uit
B & V

grensd. Wij kunnen dus zinvol spreken over

inf f(I) = inf{f(x) : x ∈ I}

en
sup f(I) = sup{f(x) : x ∈ I}.

We moeten laten zien dat erc ∈ I bestaat źo, datf(c) = inf f(I) en eend ∈ I zó, dat
f(d) = sup f(I). We tonen alleen het bestaan van het maximum aan. Uit de bewering
u = sup f(I) volgt dat voor iederε > 0 eenx ∈ I bestaat źo datu − ε < f(x).
Bij achtereenvolgensε = 1, 1/2, 1/3, . . . bestaan dus puntenx1, x2, x3, . . . met de
eigenschapa ≤ xn ≤ b en u − 1

n < f(xn) ≤ u voor iedern ∈ IN. De beeldrij
{f(xn)} convergeert dus naaru. Omdata ≤ xn ≤ b voor iederen ∈ IN heeft de rij
{xn} een convergente deelrij1 met limietd ∈ [a, b]. Omdatf continu is ind convergeert
de beeldrij naarf(d). �

N.B. Voor een rij{xn} is delimiet superiorgedefinieerd als

lim
N→∞

sup{xn : n ≥ N}

en delimiet inferior gedefinieerd als

lim
N→∞

inf{xn : n ≥ N}.

De lim inf en lim sup bestaan altijd. De rij is convergent dan en slechts dan als
lim inf xn = lim supxn.
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1.3 De Afgeleide

Definitie 4 Zij f een functie op een intervalI ⊂ IR enc ∈ I. We noemen de functief Def. 1.9, p. 29
uit B & Vdifferentieerbaar inc als limx→c

f(x)−f(c)
x−c bestaat. In dat geval wordt de waarde van

de limiet de afgeleide vanf in c genoemd en geschreven alsf ′(c).
De functief wordt differentieerbaar genoemd alsf differentieerbaar is in ieder

punt vanI. In dat geval wordt de functie, die aan ieder puntx ∈ I de afgeleide vanf
toevoegt, de afgeleide functie vanf genoemd en genoteerd metf ′.

Andere notaties voor de afgeleide vanf in c zijn df
dx (c), Df(c), d

dx

∣∣
x=c

f , . . .

Voorbeeld 8 We tonen aan dat de functief op (0,∞), gedefinieerd doorf(x) = 1√
x

,

differentieerbaar is en dat de afgeleidef ′ op (0,∞) gegeven wordt doorf ′(x) =
−1

2x
√

x
. Zij c > 0. Er geldt voor∆ 6= 0 ( metc + ∆x > 0) dat

1√
c+∆x

− 1√
c

∆x
=

1
∆x

(√
c−

√
c + ∆x

√
c
√

c + ∆

)
=

1
∆x

(
c− (c + ∆x)

√
c
√

c + ∆(
√

c +
√

c + ∆)

)
=

−1
√

c
√

c + ∆(
√

c +
√

c + ∆)

zodatf ′(c) = −1
2c
√

c
. Aangezien dit geldt voor iederec > 0 is de functief differentieer-

baar en wordt de afgeleide functief ′ op (0,∞) gegeven doorf ′(x) = −1
2x
√

x
.

Voorbeeld 9 (Voorbeeld p138 K&N en Voorbeeld 1.2.2 p. 8 in B&V)
De (absolute-waarde) functief op R, gedefinieerd doorf(x) = |x|, is continu in 0.
Laat zien dat

f ′(x) =
x

|x|
, x 6= 0.

Voorx = 0 moten we de limiet

lim
∆→0

|∆|
∆

onderzoeken. Er geldt

lim
∆↓0

|∆|
∆

= 1 6= −1 = lim
∆↑0

|∆|
∆

.

Dus de limiet bestaat niet.

Rekenregels voor differentieerbare functies: Voor functiesf eng op een interval geldt, Sect. B.2
p. 523-525
uit B & V

alsf eng differentieerbaar inc ∈ I zijn:

(i) (somregel)(f + g)′(c) = f ′(c) + g′(c)

(ii) (productregel)(fg)′(c) = f ′(c)g(c) + f(c)g′(c)

1Bolzano-Weierstrass, ieder begrensde rij inIR heeft tenminstéeén convergente deelrij.
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(iii) (quotiëntenregel) (
f

g

)
(c) =

f ′(c)g(c)− f(c)g′(c)
(g(c))2

( iv) (kettingregel) Zijg nu een functie op een intervalJ zó, datg(J) ⊂ I enc ∈ J .
Als g differentieerbaar inc is enf in g(c), dan is de samengestelde functief ◦ g
differentieerbaar inc en

(f ◦ g)′(c) = f ′
(
g(c)

)
· g′(c).

Voorbeeld 10 (Voorbeeld 1.2.1 p. 8 in B&V) (Alternatief practicum) We tonen aan dat
voor iederen ≥ 1 de functief(x) = xn op IR differentieerbaar is en datf ′(x) =
nxn−1. We maken gebruik van het principe van volledige inductie. De bewering ‘de
functief op IR, gedefinieerd doorf(x) = xn, is differentieerbaar enf ′(x) = nxn−1

voor iederx ∈ IR’ noemen wijP (n).

stap 1 (P (1) is waar) De functief(x) = x is differentieerbaar opIR en f ′(x) = 1
( f(x+h)−f(x)

h = 1 voor iederh).

stap 2 (voor iedern ∈ IN geldtP (n) ⇒ P (n + 1)) Zij n ∈ IN. Neem aan datf ′(x) =
nxn−1 voor iederx ∈ IR. De functieg op IR gedefinieerd doorg(x) = xn+1 is
te schrijven als het product van de functieh op IR, gedefinieerd doorh(x) = x
enf . Volgens de productregel voor het differentiëren isg, als product van twee
differentieerbare functiesh enf , differentieerbaar en geldt voor iederex ∈ IR

g′(x) = h′(x)f(x) + h(x)f ′(x) = xn + xnxn−1 = (n + 1)xn.

Daarmee is aangetoond dat de beweringP (n + 1) waar is.

Drie visies op de afgeleide:

• de fysieke interpretatie,

• de geometrische interpretatie, en

• de analytische (approximatieve) interpretatie.

Alleen de analytische interpretatie kan uitgebreid worden naar functies van meerdere
variabelen.

Zij r een functie opIR. Wij schrijvenr(h) = o(h) als geldt

lim
h→0

|r(h)|
|h|

= 0.

Voorbeeldr(h) = h2. Interpretatie: doorh klein te kiezen wordtr(h) willekeurig
klein.
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Definitie 5 Zij f een functie op een intervalI ⊂ IR enc ∈ I. We noemen de functief Def. 1.1 p. 7 uit
B & Vdifferentieerbaar inc als

f(c + h)− f(c) = ah + r(h)

voor r(h) = o(h) ena ∈ IR. In dat geval wordta de afgeleide vanf in c genoemd en
geschreven alsf ′(c).

Alternatief kunnen wij schrijven

f(c + h) = f(c) + ah + r(h),

f(c + h) = f(c) + ah + o(h)

of
|f(c + h)− f(c)− ah| → 0 als h → 0.

Theorem 2 (de stelling van Taylor) Zijf een tweemaal differentieerbare functie opzie ook Voor-
beeld 1.6.39 p.
83 uit B & V

een open intervalI ⊂ IR enc ∈ I. Er geldt: voor iederex ∈ I, x 6= c, bestaat er een
puntξx tussenc enx zó, dat

f(x) = f(c) + f ′(c)(x− c) +
1
2
f”(ξx)(x− c)2.

De functief(c) + f ′(c)(x − c) wordt het eerste order Taylor polynoom vanf in c
genoemd.

Bewijs: De restr op I, gedefinieerd door

r(x) = f(x)−
(
f(c)− f ′(c)(x− c)

)
,

is tweemaal differentieerbaar. Bovendien isr(c) = r′(c) = 0 enr′′(x) = f ′′(x) voor
iederex ∈ I. We zullen nu aantonen dat er voor iederex ∈ I r{c} een puntξx bestaat
tussenc enx zó, dat

r(x) =
r′′(ξx)

2
(x− c)2.

Definieer de helpfunctieh op IR doorh(x) = (x− c)2. Zij x ∈ I r {c}. Neem aan dat
x > c. (Het bewijs alsx < c gaat analoog.) Volgens de Cauchy middelwaardestelling2,
toegepast op de restr en de functieh, beperkt tot het interval[c, x], bestaat er een
ξ1 ∈ (c, x) zodat

r(x)
h(x)

=
r(x)− r(c)
h(x)− h(c)

=
r′(ξ1)
h′(ξ1)

. (1)

Passen we nogmaals de Cauchy middelwaardestelling toe, maar nu op de functiesr′ en
h′ beperkt tot het interval[c, ξ1], dan vinden we eenξ2 ∈ (c, ξ1) met

r′(ξ1)
h′(ξ1)

=
r′(x1)− r′(c)
h′(x1)− h′(c)

=
r′′(ξ2)
h′′(ξ2)

. (2)

2stelling van Rolle→ Cauchy middelwaardestelling
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Omdath′′(ξ2) = 2, is
r(x)
h(x)

(1)
=

r′(ξ1)
h′(ξ1)

(2)
=

r′′(ξ2)
h′′(ξ2)

,

dus

r(x) =
r′′(x2)

2
h(x) =

r′′(ξ2)
2

(x− c)2.

Voor ξx = ξ2 hebben we de stelling aangetoond.�
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2 Practicum Week 1

Opgave 1 (Voorbeeld, p 71 K&N) Toon aan dat

lim
n→∞

2n2 + 3n + 4
2n2 + 3

= 1.

Opgave 2 (Voorbeeld, p80 K&N) Onderzoek de convergentie van de rij{√
n2 + n− n

}
.

(Veronderstel dat
√

x continu is.)

Opgave 3 (Voorbeeld, p107 K&N) Toon aan dat de functief op [0,∞)r{1}, gedefinieerd
doorf(x) = 3x−3√

x−1
, de limiet6 in 1 heeft.

Opgave 4 (Voorbeeld, p118 K&N) Toon aan dat de functief op IR, gedefinieerd door
f(x) = x3, continu is. (Hint: toepassing van de rekenregels voor limieten.)

Opgave 6 Laat zien dat de limietlimx→0 sin
(

1
x

)
niet bestaat en de limietlimx→0 x sin

(
1
x

)
wél.

Opgave 7 (Repititorium [B], p191) Laat zien dat

f(x) =

{
x sin

(
1
x

)
alsx 6= 0

0 alsx = 0

niet differentieerbaar in0.

Opgave 8 (Stelling van Rolle) Zijf een continue functie op het interval[a, b], die differ-
entieerbaar is op(a, b). Toon aan dat geldt: alsf(a) = f(b), dan bestaat er
tenminstéeén (tussen)-puntξ ∈ (a, b) zó, datf ′(ξ) = 0.

Opgave 9 (Middelwaardstelling) Zijf een continue functie op het interval[a, b], die differ-
entieerbaar is op(a, b). Toon aan dat geldt: er bestaat tenminsteéén (tussen)-punt
ξ ∈ (a, b) zó, dat

f(b)− f(a)
b− a

= f ′(ξ) of f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a).

Opgave 10 (Cauchy middelwaardstelling) Zijnf eng continue functies op het interval[a, b],
die differentieerbaar zijn op(a, b) en waarvoorg(x) 6= 0 voor iederex ∈ (a, b).
Toon aan dat geldt: er bestaat tenminsteéén (tussen)-puntξ ∈ (a, b) zó, dat

f(b)− f(a)
g(b)− (a)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Opgave 11 (Supremum/Infimum) Geef een definitie van het begrip supremum (infimum).zie ook p. 520
in Sect. B.1 uit
B & V
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3 Optimalisering over R

3.1 Fermat’s theorema voor een variable

Probleem(P1.1) Zij f een functie opIR: Def. 1.2 p. 14
uit B & V

f(x) → extr.

noemen wij een optimaliseringsprobleem zonder restricties.

Definitie 6 Zij f een functie op een intervalI ⊂ IR en c ∈ I. Wij noemen de func- Def. 1.3 p. 14
uit B & Vtiewaardef(c) een lokaal minimum vanf als een voorε > 0 geldtf(x) ≥ f(c) voor

iederx ∈ (c− ε, c + ε) ∩ I. Het puntc wordt een minimumlokatie vanf genoemd en
f(c) de waarde vanc.

Wij noemen de functiewaardef(c) een lokaal maximum vanf als een voorε > 0
geldtf(x) ≤ f(c) voor iederx ∈ (c− ε, c + ε) ∩ I. Het puntc wordt een maximum-
lokatie vanf genoemd enf(c) de waarde vanc.

Wij noemen een minimum (maximum) globaal als voor iederx ∈ I geldtf(x) ≥
f(c) (f(x) ≤ f(c)).

Zij f een differentieerbare functie op een intervalI ⊂ IR. Een puntc ∈ I heet
stationair punt alsf ′(c) = 0.

Theorem 3 (Theorem 1.4 p. 15 uit B&V) Zij probleem(P(1.1)) gegeven en zijf differ-
entieerbaar inc. Alsc een lokaal extremum is, dan geldtf ′(c) = 0. [Ieder extremum is
een stationair punt.]

Bewijs: Neem aan datc een inwendig punt is vanDf en datf differentieerbaar is in
c. Neem bovendien aan datf(c) een lokaal maximum is vanf . Dan bestaat eenε > 0
zó, dat voor iederex ∈ Uε(c) geldtf(x) ≤ f(c), oftewelf(x) − f(c) ≤ 0. Omdat
f differentieerbaar is inc, is limx→∞

f(x)−f(c)
x−c = f ′(c). Er geldt dus voor iedere rij

{xn} in Df , waarvoorxn 6= c voorn ∈ IN enlimn→∞ xn = c, dat

lim
n→∞

f(xn)− f(c)
xn − c

= f ′(c).

Neem een rij waarvoorc− ε < xn < c voor iederen ∈ IN enlimn→∞ xn = c. Dan is

f(xn)− f(c)
xn − c

≥ 0

voor iederen ∈ IN, en dusf ′(c) ≥ 0. Neem vervolgens een rij waarvoorc < xn <
ε + c voor iederen ∈ IN enlimn→∞ xn = c. Dan is

f(xn)− f(c)
xn − c

≤ 0

voor iederen ∈ IN, en dusf ′(c) ≤ 0. Samenvattend geldt dusf ′(c) = 0. Als f(c) een
minimum is verloopt het bewijs analoog.�
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Voorbeeld 1.3.1 p. 17 uit B&V. (f(x) = x + 5x−1 → min).

Voorbeeld 1.3.2 p. 17 uit B&V.f ′(c) = 0 is niet toereikend voor global extrema (alleen
noodzakelijk).

Theorem 4 (tweede orde voorwaarde voor extremum) Zijf een tweemaal differen-
tieerbare functie op een intervalI enc een inwendig punt vanI zó, datf ′(c) = 0 en
f ′′ continu is inc. Er geldt:

a) alsf ′′(c) > 0, dan isf(c) een lokaal minimum vanf

b) alsf ′′(c) < 0, dan isf(c) een lokaal maximum vanf .

Bewijs: Deel a). Neem aan datf ′′(c) > 0. Omdatf ′′ continu is inc, bestaat er eenε-
omgeving vanc, Uε(c), zó, datf ′′(c) > 0 voor iederex ∈ Uε(c). Zij x ∈ Uε(c) r {c}.
Volgens de stelling van Taylor bestaat er bijx een puntξx tussenc enx zó, dat

f(x) = f(c) + f ′(c)(x− c) +
f ′′(ξx)

2
(x− c)2 = f(c) +

f ′′(ξx)
2

(x− c)2

omdatf ′(c) = 0. Omdatx ∈ Uε(c), behoort het tussenpuntξx ook totUε(c) en is dus
f ′′(ξx) > 0. Omdat(x− c)2 > 0 , is dus

f(x) = f(c) +
f ′′(ξx)

2
(x− c)2 ≥ f(c) + 0 = f(c)

enf(c) is een lokaal minimum.
Deel b). Neen aan datf ′(c) = 0 enf ′′(c) < 0. Dan is(−f)′(c) = 0 en(−f)′′(c) >

0. Volgens onderdeel (a) is(−f)(c) dan een lokaal minimum van−f , zodatf(c) een
lokaal maximum is vanf .

�

Wat betekend het alsf ′′(x) = 0? In dit geval kan het puntx een maximumlokatie,
een minimumlokatie of een buigpunt zijn. Een buigpuntx̂ is een lokaal extremum van
f ′(x), dat wil zeggen,̂x is een buigpunt wanneerf ′′(x̂) = 0 enf ′′′(x̂) 6= 0 is. In het
gevalf ′′′(x̂) = 0, moet de functie verder onderzoekt worden. Het is niet mogelijk om
een gesloten algoritme aan te geven voor het bepalen van de aard van een stationair
punt. Bijvoorbeeld heeft de functie

f(x) =

{
e−

1
x2 x 6= 0

0 x = 0,

x̂ = 0 als stationair punt en̂x. Alle afgeleiden zijn echter biĵx null, f (n)(0) = 0,
n ≥ 1.

Test via deNde afgeleide:Zij f N keer differentieerbaar in een puntc zó dat
f (n)(c) = 0 voor1 ≤ n < N enf (N)(c) 6= 0. Voor N even (dusN ∈ {2n : n ∈ N})
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geldt: c is een lokaal minimum alsf (N)(c) > 0, en c is een lokaal maximum als
f (N)(c) < 0. Voor N oneven (N ∈ {2n + 1 : n ∈ N}) is c een buigpunt.

Voorbeeld 1.3.1 nog een keer via tweede orde voorwaarden.

Vinden van het globaal minimum: via tweede orde voorwaarden alle (lokale) min-
ima berekenen en door vergelijking van de waarden van de minima het globale mini-
mum identificeren.

3.2 De vier stappen methode

Eenvoudiger (en numeriek efficiënter) is het eerst aan te tonen dat er een globaal mini-
mum bestaat en dan de waarden van de stationaire punten te checken.

Een functie op IR heet coercive (‘dwingend’) (voor minimalisering) als
lim|x|→∞ f(x) = +∞.

Corollary 1 (Corollary 1.7 p. 19 uit B&V) Zijf een ‘coercive’ en continue functie op
IR, dan heeftf een globaal minimum.

De vier stappen methode:

1. wiskundig model voor het probleem

2. bepaal de noodzakelijke voorwaarden voor een extrema

3. los de vergelijkingen op

4. conclusie

Voorbeeld 1.3.4 p. 20 (voorbeeld 1.3.1 voortgezet) uit B&V p.29. (f(x) = x+5x−1 →
min).

Voorbeeld 1.3.7 p. 24 uit B&V (f(x) = ax2 + 2bx + c → min).

Corollary 1.8 + voorbeeld 1.3.6 p. 23 uit B&V ((x = cos x) beschrijft globaal
minimum.)

Remark p. 31 uit B&V [Optional]
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4 Practicum Week 2

Opgave 1 (Remark p. 31 uit B&V) Laat zien dat voora > 0 de oplossing voor

1
2
x1x2 → max, x1 + x2 = a, x1, x2 > 0

gegeven is door̂x1 = x̂2 = a/2.

Opgave 2 (Exercise 1.6.2 uit B&V)

f(x) =
√
|x2 − 1| − x → extr

Opgave 3 (Exercise 1.6.3 uit B&V)

f(x) =
√

x2 − x4 → extr, −1 ≤ x ≤ 1

Opgave 4 (Exercise 1.6.4 uit B&V)

f(x) =
√

x2 + 1− 1
2
x → min

Opgave 5 (Exercise 1.6.5 uit B&V)

f(x) = ex1x2 → extr, x1 + x2 = 1

Opgave 6 (Exercise 1.6.15 uit B&V)

f(n) =n
√

n → extr, n ∈ N
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5 Fermat’s theorema voor meerdere variabele)

5.1 Den dimensionale ruimte

Definitie 7 Zij x ∈ IRn. De (euclidische) norm vanx, notatie|x|, is gedefinieerd door

|x| =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n.

Voor het product van een getransponeerde vector uitIRn met een vector uitIRn is
geldt:

x>y =
n∑

i=1

xiyi.

(Dit product heet ”dot” product,x • y, in R. Adams.) Verder is de lengte van de vector
x gegeven door|x| =

√
x>x.

Geometrische interpretatie: gegevenx, y ∈ IRn en zij de hoek tussenx en y
gelijk aanϑ, dan geldt Th. 1 in Sec.

10.2, p. 549,
Adams

x> y = |x| |y| cos(ϑ)

Wij noemen vectorenx, y ∈ IR orthogonaal alsx>y = 0.

Er geldt:|x + y|2 = |x|2 + 2x>y + |y|2. Dit ziet men źo:

|x + y|2 =
∑

(xi + yi)2

=
∑

(x2
i + 2xi + yi + y2

i )

=
∑

x2
i + 2

∑
xiyi +

∑
y2

i

= |x|2 + 2x>y + |y|2 .

Theorem 2.1 p. 89 uit het B. & T. (Cauchy-Bunyakovskii-Schwartz ongelijkheid en
driehoeksongelijkheid)
Uitwerking:

(1) x>y ≤ |x>y| ≤ |x| |y|

De linker ongelijkheid is triviaal omdatx>y ∈ R is. Zij x 6= 0 (x = 0 triviaal).
Beschouw het probleem

f(α) = |αx + y|2 → min .

Er geldt
f(α) = |αx + y|2 = α2|x|2 + α2x>y + |y|2

enf is coercief voor minimaliseering:lim f|α|→∞f(α) = ∞.

f ′(α) = 2α|x|2 + 2x>y

f ′(α) = 0 ⇔ α = −x>y

|x|2
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De waarde van het minimum is

f

(
−x>y

|x|2

)
=

(x>y)2

|x|4
|x|2 − 2

x>y

|x|2
x>y + |y|2

=
(x>y)2

|x|2
− 2

(x>y)2

|x|2
+ |y|2

=
|x|2|y|2 − (x>y)2

|x|2
.

Omdatf(α) ≥ 0 volgt
|x|2|y|2 − (x>y)2

|x|2
≥ 0

oftewel
|x|2|y|2 ≥ (x>y)2

worteltrekken
|x| |y| ≥ |x>y|

Let opx>y kan negatieve waarden aannemen.
Bewijs van onderdeel (2): Met onderdeel (1) volgt

|x + y|2 = |x|2 + 2x>y + |y|2

≤ |x|2 + 2|x| |y|+ |y|2 (gebruik hier (1))
= (|x|+ |y|)2.

Definitie 8 Zij a ∈ IRn enε > 0. De verzamelingUn(a, ε),

Un(a, ε) = {x ∈ IRn : |x− a| < ε}

wordt deε-omgeving vana in IRn genoemd of de open bal inIRn oma met radiusε.
Zij r : IRn → IR. Wij schrijvenr(h) = o(h) als geldt

lim
|h|→0

|r(h)|
|h|

= 0.

Een verzamelingV ⊂ IRn wordt een open verzameling genoemd, als ieder punt
van V een inwendig punt vanV is. Een verzamelingV ⊂ IRn wordt een gesloten
verzameling genoemd, als het complement vanV open is. Een verzamelingV ⊂ IRn

wordt begrensd genoemd, als er eenm > 0 bestaat źo, dat voor iederex ∈ V geldt
|x| ≤ m. Een deelverzamelingV vanIRn wordt compact genoemd, alsV begrensd́en
gesloten is.

Definitie 9 Een symmetrischen× n matrixA heet

positief definiet 3 als voor iederx ∈ IRn, x 6= 0, geldt:x>Ax > 0
3Een positief definiete matrixA is richtingsbehoudend:xT Ax > 0 ⇔ |x||Ax| cos(η) > 0, metη de

hoek tussenx enAx; omdatcos(η) > 0 volgt datη ∈ (−π/2, π/2).
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positief semi-definiet als voor iederx ∈ IRn, x 6= 0, geldt:x>Ax ≥ 0

negatief definiet als voor iederx ∈ IRn, x 6= 0, geldt:x>Ax < 0

negatief semi-definietals voor iederx ∈ IRn, x 6= 0, geldt:x>Ax ≤ 0

indefiniet als er eenx1 ∈ IRn, bestaat waarvoorx>1 Ax1 > 0 en eenx2 ∈ IRn

waarvoorx>2 Ax2 < 0

Voorbeeld 11 De symmetrische matrix

A =

 3 1 1
1 2 1
1 1 2


is positief definiet. Immers,

x>Ax = (x1, . . . , xn)


∑

j a1jxj∑
j a2jxj

...∑
j anjxj

 =
∑

j

x1a1jxj+
∑

j

x2a2jxj+· · ·+
∑

j

xnanjxj

en de kwadratische functie

x>Ax = 3x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 + 2x1x2 + 2x2x3 + 2x1x3

is door afsplitsen van de kwadraten te schrijven als

x2
1 + (x1 + x2)2 + (x1 + x3)2 + (x2 + x3)2.

De som van kwadraten is> 0 tenzijx1 = x1 + x2 = x1 + x3 = 0 oftewelx = 0.

5.2 Afgeleiden

Definitie 10 Zij f een functie op een open balUn(c, ε). We noemen de functief dif-
ferentieerbaar inc als er een rijvectorf ′(c) bestaat źo, dat

f(c + h) = f(c) + f ′(c) · h + r(h)

voor r(h) = o(h) en c + h ∈ Un(c, ε). In dat geval wordta de afgeleide vanf in c
genoemd en geschreven alsf ′(c) of Df(c).

Voorbeeld 2.2.1 p. 93 uit B&V (f(x) = x2
1 + x2

2).

Definitie 11 (eerste afgeleide) Zijf : Un(c, ε) → IR. Als de snedefunctieg vanf in c
met betrekking tot dek-de variablexk, gedefinieerd door

g(xk) = f(c1, . . . , ck−1, xk, ck+1, . . . , cn)
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differentieerbaar is inck dan wordt de functief partieel differentieerbaar naar de
k-de variable inc genoemd. De afgeleideg′(ck) wordt de partiëele afgeleide vanf
naar dek-de variable inc genoemd en genoteerd als∂f(c)

∂xk
. Wij noemenf partieel

differentieerbaar inc als ∂f(c)
∂xk

, 1 ≤ k ≤ n, bestaan:

f ′(c) =
(

∂f(c)
∂x1

, . . . ,
∂f(c)
∂xn

)
.

De rijvectorf ′(c) wordt gradïent genoemd4. Wij noemenf partieel differentieerbaar
alsf partieel differentieerbaar in ieder punt vanUn(c, ε).

Een functie, die differentieerbaar is in een punt, is continu in dat punt. (Dit volgt
uit f(c + h)− f(c) = f ′(c) · h + r(h).)

Voorbeeld 12 De functief op IR2, gedefinieerd door

f(x, y) =

{
xy

x2+y2 als (x, y) 6= (0, 0)
0 als (x, y) = (0, 0)

is in (0, 0) niet continu en dus ook niet differentieerbaar. De functief is wel partieel
differentieerbaar in(0, 0). De snedefunctie vanf in (0, 0) wordt gegeven door

g(x) = f(x, 0) =

{
0 alsx 6= 0
0 alsx = 0.

Dus ∂f
∂x (0, 0) = 0. Op analoge wijze vind je dat∂f

∂y (0, 0) = 0. Dusf ′(0, 0) = (0, 0).

Theorem 5 Zij f : Df ⊂ IRn → IR en c een inwendig punt vanDf . Er geldt: als
f partieel differentieerbaar is op een omgevingU vanc en de partïele afgeleiden zijn
continu zijn inc, dan isf differentieerbaar inc en isf ′(c) is gelijk aan de gradïent van
f in c.

(Zonder bewijs)

Definitie 12 (tweede afgeleide) Zijf : Un(c, ε) → IR een rëeelwaardige functie, die
tweemaal continu differentieerbaar is op een omgeving vanx ∈ Un(c, ε). De n × n
matrixHf(x),

Hf(x) =



∂
∂x1

(
∂

∂x1
f(x)

)
∂

∂x2

(
∂

∂x1
f(x)

)
· · · ∂

∂xn

(
∂

∂x1
f(x)

)
∂

∂x1

(
∂

∂x2
(x)
)

∂
∂x2

(
∂

∂x2
f(x)

)
· · · ∂

∂xn

(
∂

∂x2
f(x)

)
...

...
...

∂
∂x1

(
∂

∂xn
f(x)

)
∂

∂x2

(
∂

∂xn
f(x)

)
· · · ∂

∂xn

(
∂

∂xn
f(x)

)


4Als f : Un(c, ε) → IRm dan wordt de matrixJ met Jij = ∂fi/∂xj de matrix van Jacobi of de

Jacobiaan vanf genoemd.
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of te wel

(Hf(x))ij =
∂

∂xj

(
∂

∂xi
f(x)

)
wordt de matrix van Hesse of de Hessiaan vanf in x genoemd.

Onder de voorwaarden in opgave 7 geldt:∂2f
∂xi∂xj

(x) = ∂
∂xi

(
∂f
∂xj

(x)
)

.

N.B:

Hf(x) =

((
∂

∂x1
f ′(x)

)>(
∂

∂x2
f ′(x)

)>
. . .

(
∂

∂xn
f ′(x)

)>)
.

Voorbeeld 13 Voor een symmetrischen × n matrix A definïeren we de kwadratische
functie f op IRn door f(x) = x>Ax. We tonen aan datH(x) = 2A voor iedere
x ∈ IRn. Er geldt

∂

∂xk
f(x) =

∂

∂xk

∑
i

xi

∑
j

aijxj

 =
∑

j

akjxj +
∑

i

xiaik

=
∑

j

xjajk +
∑

i

xiaik Asym.

= 2
∑

i

xiaik

= 2x>A.

Dus,

f ′(x) = Df(x) = 2x>A = 2

(
n∑

i=1

xiai1,

n∑
i=1

xiai2, . . . ,

n∑
i=1

xiain

)
,

zodat

Hf(x) = 2


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

an1 an2 · · · ann

 = 2A (= 2A>).

voor iederex ∈ IRn.

5.3 Fermat’s theorema voor meerdere variabelen

Probleem(P2.1) Zij f een functie opIRn: Sect. 2.3
in B & V

f(x) → extr.

noemen wij eenn-dimensionaal operationaliseringsprobleem zonder restricties.
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Definitie 13 Zij f een functie, die partieel differentieerbaar is in een inwendig puntc.
Wij noemenc een stationair punt vanf als

Df(c) = 0>.

Theorem 6 (Theorem 2.5 p. 97 uit B &V) Zijf een rëeelwaardige functie enc ∈ Df

zó datf(c) een lokaal extremum is vanf . Er geldt: alsc een inwendig punt is vanDf

enf differentieerbaar inc, dan isc een stationair punt vanf .

Bewijs: Neem aan datc een inwendig punt vanDf is en datf differentieerbaar is in
c ∈ Df . Neen een vectoru ∈ IR met |u| = 1 (een richtingsvector dus) en beschouw
de functieF op een open intervalI = (−δ, δ), gedefinieerd door

F (t) = f(c + tu).

Omdatf(c) een lokaal extremum is vanf , is F (0)(= f(c)) een lokaal extremum van
F . OmdatF differentieerbaar is in0 metF ′(0) = Df(c)u en0 een inwendig punt is
van I, geldt volgensF ′(0) = 0 oftewelDf(c)u = 0 (dit is Fermat’s theorema voor
een variabele). De richtingsvectoru is willekeurig genomen, zodatDf(c)u = 0 voor
iedereu. Neem achtereenvolgensu = ei, i = 1, . . . , n, dan geldt

∂

∂xi
f(c) = 0 , 1 ≤ i ≤ n,

oftewelDf(c) = 0>. �

Voorbeeld 2.3.1 uit B&V p. 99.

Voorbeeld 2.3.2 uit B&V p. 99. [Optional]

Theorem 7 (de stelling van Taylor) Zijf een tweemaal continu differentieerbare,
reëlwaardige functie met een open convex definitiegebiedDf ⊂ IRn en c ∈ Df . Er
geldt: voor ieder puntx ∈ Df , x 6= c, bestaat er een puntξx tussenc enx zó, dat

f(x) = f(c) + Df(c)(x− c) +
1
2
(x− c)>Hf(ξx)(x− c).

(Zonder bewijs.)

Theorem 8 (tweede orde voorwaarde voor extremum) Zijf een rëeelwaardige functie
die tweemaal continu differentieerbaar is op een omgeving van een stationair puntc
vanf (c is inwendig punt). Er geldt:

a) alsHf(c) positief definiet is, dan isf(c) een lokaal minimum vanf

b) alsHf(c) negatief definiet is, dan isf(c) een lokaal maximum vanf

c) alsHf(c) indefiniet is, dan isc een zadelpunt vanf .
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Bewijs: We volstaan met het geven van een schets van het bewijs van deel a ). Neem
aan datHf(c) positief definiet is. Omdat de tweede orde partiële afgeleiden vanf
continu zijn, bestaat er een omgevingU van c zó, datHf(c) positief definiet is voor
iederex ∈ U . Zij x ∈ U , x 6= c. Volgens de stelling van Taylor bestaat er een puntξx

tussenc enx zó, dat

f(x) = f(c) +
1
2
(x− c)>Hf(ξx)(x− c),

(merk op datDf(c) = 0). Omdatξx gelegen is tussenc in x geldtξx ∈ U . De Hessian
Hf(ξx) is dus positief definiet zodat

(ξx − c)>Hf(ξx)(ξx − c) ≥ 0.

Bijgevolg is dusf(x) ≥ f(c) voor iederex ∈ U . De waardef(c) is dus een lokaal
minimum.�

Voortzetting van voorbeeld 2.3.1 p. 99 uit B&V. Er geldt

Hf(x) =
(

2 0
0 2

)
is pos. definiet.

5.4 De vier stappen methode

Het theorema van Weierstrass geldt ook inIRn, Theorem 2.6 uit B&V p. 98. Een functie
op IRn heetcoercive(‘dwingend’) (voor mimmalisering) alslim|x|→∞ f(x) = +∞.
Een coercieve en continue functief op IRn, dan heeftf een globaal minimum.

5.5 Convexe en concave functies
Sect. B.3
uit B & VDefinitie 14 Zij f een rëeelwaardige functie met een convex definitiegebiedDf ⊂ IRn.

De functie wordt concaaf genoemd als voor ieder tweetal puntena, b ∈ Df en voor
iederet ∈ [0, 1] geldt

f((1− t)a + tb) ≥ (1− t)f(a) + tf(b).

De functie wordt convex genoemd als voor ieder tweetal puntena, b ∈ Df en voor
iederet ∈ [0, 1] geldt

f((1− t)a + tb) ≤ (1− t)f(a) + tf(b).

Theorem 9 Zij f een rëeelwaardige functie die tweemaal continu differentieerbaar is
op een convex verzamelingS. Er geldt:

a) alsHf positief definiet is opS, dan isf strikt convex opS

b) alsHf negatief definiet is, dan isf strikt concaaf opS
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c) f is convex opS dan en slechts dan alsHf positief semidefiniet opS

d) f is concaaf opS dan en slechts dan alsHf negatief semidefiniet opS

(Zonder bewijs.)

Theorem 10 Zij f een differentieerbare, reëelwaardige functie met een convex defini-
tiegebiedDf ⊂ IRn enc een stationair punt vanf . Er geldt:

a) alsf convex is, dan isf(c) het (globale) minimum vanf

b) alsf concaaf is, dan isf(c) het (globale) maximum vanf .

(Zonder bewijs.)

5.6 Geometrische interpretatie van de gradïent

Analytische geometrie

Voor a, b ∈ IR3 is het kruijsproduct vana enb gedefinieerd als volgt:

a× b = (a2 b3 − a3 b2, a3 b1 − a1 b3, a1 b2 − a2 b1).

Geometrische interpretatie: de vectora× b staat loodrecht op de doora enb opgespan-
nen hypervlakte. Er geldt|a× b| = |a| |b| sin(η). Zie Sectie 10.3 in R. Adams, p. 553.

Voorbeeld:Gegeven zijn de vectorena = (1, 2, 3)> enb = (4, 5, 6)>. Dan geldt

(a×b)> = (1, 2, 3)×(4, 5, 6) = (2×6−3×5, 3×4−1×6, 1×5−2×4) = (−3, 6,−3).

Zijn P1, P2 enP3 drie punten op een oppervlakteQ. Dan isQ de verzameling van alle
punten

P1 + s(P2 − P1) + t(P3 − P1), (3)

voors, t ∈ IR. Alternatief kanQ geschreven worden als de verzameling van alle punten
x voor wie geldt dat

Nx = NP1 (⇔ N(x− P1) = 0), (4)

waarbij
N = (P2 − P1)× (P3 − P1).

Met N = (Nx, Ny, Nz) enP1 = (P1x, P1y, P1z) geld dat(x, y, z)> in Q ligt als

Nxx + Nyy + Nzz = NxP1x + NyP1y + NzP1z.

De representatie in (3) heet deparameterrepresentatie en de representatie in (4) heet
denormalenrepresentatie.
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Voorbeeld:Zijn P1 = (0, 0, 1)>, P2 = (2, 0, 0)> enP3 = (0, 3, 0)>. Dan geldtP2 −
P1 = (2, 0,−1)> enP3 − P1 = (0, 3,−1)>, verder is

N = (P2 − P1)× (P3 − P1) = (3, 2, 6)>, |N | = 7.

Dus de door(P3 − P1) en (P3 − P1) opgespannen oppervlakte door het puntP1 (de
unieke oppervlakte welke doorP1, P2 enP3 beschrijven wordt) is de verzameling van
(x, y, z)> ∈ IR3 zodat

3x + 2y + 6z = 6.

Tangenten hypervlakte

Beschouw de functieF (x, y) : IR2 → IR in het punt(x0, y0). De puntenx, y, z) in
de tangentenhypervlakte worden gegeven door de afbeeldingFL : IR2 → IR, met
FL(x, y) = z:

FL(x0,y0)(x, y) = F (x0, y0) +∇F (x0, y0)(x− x0, y − y0)>. (5)

De tangentenhypervalkte is de verzameling van alle punten(x, y, FL(x, ))> voor
(x, y)> ∈ IR2.

Lemma 1 De normaleN van de tangentenhypervlakte in(x0, y0)> is geven door

N = (Fx(x0, y0), Fy(x0, y0),−1) = (∇F (x0, y0),−1).

Bewijs: Gegevenx en y, luidt de vergelijking voor dez-coördinate van een punt op
FL:

z = F (x0, y0) +∇F (x0, y0)(x− x0, y − y0)>

oftewel

z = F (x0, y0) + Fx(x0, y0)(x− x0) + Fy(x0, y0)(y − y0)
⇔ z − Fx(x0, y0)x− Fy(x0, y0)y = F (x0, y0)− Fx(x0, y0)x0 − Fy(x0, y0)y0

⇔ Fx(x0, y0)x + Fy(x0, y0)y − z = −F (x0, y0) + Fx(x0, y0)x0 + Fy(x0, y0)y0

⇔ Fx(x0, y0)x + Fy(x0, y0)y − z = Fx(x0, y0)x0 + Fy(x0, y0)y0 − F (x0, y0)

We herschrijven de vergelijking als volgt

N(x, y, z)> = N(x0, y0, F (x0, y0))>.

Het punt (x0, y0, F (x0, y0))> ligt op de tangentiaaloppervalkte en bovenstaande
vergelijking is de normalenrepresentatie van de tangentenhypervlakte.�

Het bovenstaande lemma kunnen we als volgt in worden vatten: de gradiënt is de pro-
jectie van de normale van de tangentenhypervlakte in de coördinaten hypervlakte. (De
gradïent staat loodrecht (orthogonaal) op de projectie van de tangentenvlakte in de
coördinatenstelsel.)
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Voorbeeld 14 (Geometrische interpretatie van de gradiënt) Zij F : IR2 → IR met
F (x, y) = xy. Dan is de gradïent vanF gegeven door

∇F (x, y) = (y, x).

De tangentenhypervalkte in het punt(x0, y0) is dan de verzameling van allen punten
(x, y, z)> ∈ IR3 zodat

(y0, x0,−1)>(x− x0, y − y0, z − x0y0)> = 0 zie (4)

oftewel
z = xy0 + yx0 − x0y0.

Het tangentenvlakte in het punt( 1
2 , 2) is dus

z = 2x +
y

2
− 1 zie (5).

Alternatief kunnen we in de coördinatenvlakte de niveaukromme berekenen. De tangent
van de niveaukrommexy = 1 in het punt( 1

2 , 2) is gegeven door

∇F (
1
2
, 2)
(

x− 1
2
, y − 2

)>
=
(

2,
1
2

)(
x− 1

2
, y − 2

)>
oftewel

2x− 1 +
1
2
y − 1 ⇔ y = −4x + 4.

Zie ook:

http://www-math.mit.edu/18.013A/HTML/chapter06/section06.html

Niveaukrommen

Zij F gedefinieerd opR2. De niveaukrommeF (x, y) = c zij differentieerbaar opR2.
De helling van de niveaukromme in het punt(x, y) is gegeven door

F (x, y) = c ⇒ y′ = −
∂
∂xF (x, y)
∂
∂y F (x, y)

.

De helling van de tangent in het punt(x0, y0) is dan

−
∂
∂xF (x0, y0)
∂
∂y F (x0, y0)

en de vergelijking voor de tangent is

y − y0 = −
∂
∂xF (x0, y0)
∂
∂y F (x0, y0)

(x− x0)
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oftewel

y = −
∂
∂xF (x0, y0)
∂
∂y F (x0, y0)

(x− x0) + y0

(dus(x, y) is een punt op de tangent als(x, y) aan de bovenstaande vergelijking vol-
doet). Dit kan worden herschrijven als

∂

∂x
F (x0, y0)(x− x0) +

∂

∂y
F (x0, y0)(y − y0) = 0

oftewel(
∂

∂x
F (x0, y0),

∂

∂y
F (x0, y0)

)
(x−x0, y−y0)> = 0 ⇔ ∇F (x0, y0)(x−x0, y−y0)> = 0.

De gradïent staat dus loodrecht (orthogonaal) op de tangent in de coördinatenvlakte.
Zij x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) een punt op het niveau-oppervlakF (x) = C voor F :

Rn → R. Men noemt de verzameling van allex = (x1, . . . , xn) zó dat

∂

∂x1
F (x0)(x1 − x0

1) + . . . +
∂

∂x1
F (x0)(xn − x0

n) = 0 ⇔ F ′(x0)(x− x0)> = 0

de tangenten hyperruimte van het niveau-oppervlakF (x) = C in het puntx0.
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6 Practicum Week 3

Opgave 1 De kwadratische functief op IR3 is gedefinieerd doorf(x1, x2, x3) = 4x2
1 +

3x1x3 − 2x2
2 − 5x2x3 + 4x2 − 2x3 + 28.

a) Bepaal de matrix van Hesse vanf .

b) Bepaal de symmetrische3 × 3 matrix A, de vectorb ∈ IR3 en het getalc
zó, datf(x) = x>Ax + b>x + c, waarbijx = (x1, x2, x3).

c) Laat door berekening zien datHf(x) = 2A.

Opgave 2 (Exercise 2.6.1 uit B&V p. 128)

x1x2 + 50x−1
1 + 20x−1

2 → min, x1, x2 > 0

Opgave 3 (Problem 2.2.1 uit B&V p.93) Bepaal de afgeleide vanf(x) = x>Ax+2b·x+c.

Opgave 4 (Exercise 2.6.11 uit B&V p.132)∫ 1

−1

(t2 − x2t− x1)2dt → min

Opgave 5 Zij f een functie gedefinieerd opRn met waarden inR enc een inwendig punt
van het definitiegebied vanf zó datf tweemaal continu differentieerbaar is op
een omgevingU vanc. Laat zien dat

∂2f

∂xi∂xj

∣∣∣∣
x=c

(x) =
∂2f

∂xj∂xi

∣∣∣∣
x=c

(x).

Opgave 6 Zijn f eng gedefinieerd op een convex gebiedS ⊂ Rn. Laat zien dat

(a) alsf eng concaaf zijn opS ena ≥ 0, b ≥ 0, dan isaf + bg concaaf opS

(b) alsf eng convex zijn opS ena ≥ 0, b ≥ 0, dan isaf + bg convex opS

Opgave 7 Laat zien dat de Cobb-Douglas functief(x, y) = xayb voor0 ≤ a, b, a + b ≤ 1
gedefinieerd opS = {(x, y) : x > 0, y > 0} concaaf opS is.

Opgave 8 Zijn f gedefinieerd op een convex gebiedS ⊂ Rn en zij F gedefinieerd op een
interval inR dat de verzameling{f(x) : x ∈ S omvat. Laat zien dat

(a) alsf concaaf opS is enF concaaf en monotoon stijgend opS is, dan is
F (f(x)) concaaf opS

(b) alsf convex opS is enF convex en monotoon stijgend opS is, dan is
F (f(x)) convex opS

(c) alsf concaaf opS is enF convex en monotoon dalend opS is, dan is
F (f(x)) convex opS

(d) alsf convex opS is enF concaaf en monotoon dalend opS is, dan is
F (f(x)) concaaf opS

Opgave 9 Bepaal de tangentvlakte vanf(x, y) = sin(xy) in het puntx0 =
√

π = y0.
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7 De Lagrangemethode

Probleem(P3.1) Zij f : D → IR, metD ⊂ IRn: Def. 3.1, p. 140

f0(x) → extr, fi(x) = 0, 1 ≤ i ≤ m,

noemen wij eenn-dimensionaal optimaliseringsprobleem met nevenvoorwaarden in
de vorm van een stelsel bestaande uit meer danéén vergelijking.

Voorbeeld 15 Voorbeeld 3.2.1 p. 140 uit B&V.

f0(x) = x1x2 → max, a > 0

f1(x) = x2
1 + x2

2 − a2 = 0, xi > 0 voor i = 1, 2.

Let op dat wijxi = 0 kunnen toelaten zonder de oplossing te beı̈nvloeden.xi = 0
levert immersf0(x) = 0 op en dit is zeker geen maximumlocatie.

De verzamelingV = {x1, x2 ≥ 0 : x2
1 + x2

2 − a2 = 0} is een kwart cirkel
met radiusa en is dus compact. Met de stelling van Weierstrass volgt dan dat er een
maximum bestaat en de randpunten en de stationaire punten kandidaat maxima zijn.

Uitwerking via Fermat:

x1 =
√

a2 − x2
2

en wij kunnenf0 herschrijven als

f0(x2) = x2

√
a2 − x2

2.

Wij vereenvoudigen de notatie doorx2 = x te schrijven. Differentïeren geeft

f ′0(x) =
√

a2 − x2 +
1
2

(−2x)x√
a2 − x2

=
√

a2 − x2 − x2

√
a2 − x2

.

Bepalen van de stationaire punten:

f ′0(x) = 0 ⇒
√

a2 − x2 =
x2

√
a2 − x2

a2 − x2 = x2

a2 = 2x2

x =
a√
2
.

Dusx2 = a√
2

en invullen inf1 geeftx1 = a√
2

en

f0

(
a√
2
,

a√
2

)
=

a2

2
.
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De randpunten(a, 0) en(0, a) gevenf0 = 0. Dus(
a√
2
,

a√
2

)
is maximumlocatie.

7.1 De Lagrangemethode

Wij voeren op de productruimteD × IRm+1 de LagrangefunctieL in, gedefinieerd
door

L(x, λ) =
m∑

i=0

λifi(x).

De rijvectorλ wordt de Lagrange multiplicator genoemd. Wij schrijvenLx(y, λ) voor
de rijvector van partïele afgeleiden naarx in y:

Lx(y, λ) =
(

∂L
∂x1

(y, λ), . . . ,
∂L
∂xn

(y, λ)
)

.

Theorem 11 (Theorem 3.3 p. 143 uit B&V.) Zijf0 differentieerbaar iny ∈ D enfi,
1 ≤ i ≤ m, continu differentieerbaar iny. Zij y een inwendig punt vanD zó, datf(y)
een lokaal extremum is vanf op de verzamelingT = {x ∈ D : fi(x) = 0, 1 ≤ i ≤
m}. Er geldt: er bestaat een Lagrange multiplicatorλ 6= 0m+1 zó, daty een stationair
punt is vanL(x, λ), oftewel

Lx(y, λ) = 0>n

⇔
m∑

i=0

λif
′
i(y) = 0>n =

m∑
i=0

λi

(
∂fi

∂x1
(y), . . . ,

∂fi

∂xn
(y)
)

⇔
m∑

i=0

λi
∂fi

∂xj
(y) = 0 , 1 ≤ j ≤ n.

N.B.: de vectorenf ′i(y), 0 ≤ i ≤ m, zijn lineair afhankelijk.

In woorden: een lokaal extremum van het optimaliseeringsprobleem is ook
altijd een stationair punt van de Lagrangefunctie. Het is echter niet altijd zo dat een
lokaal extremum van het optimaliseeringsprobleem ook een lokaal extremum van de
Lagrangefunctie is.

Voorbeeld 16 Voorbeeld 3.2.3 p. 144 uit B&V (voortzetting van voorbeeld 15)
Weierstrass is al gedaan (minimum lokaties zijn de randpunten, we zoeken maximum).

L(x, λ) = λ0f0(x) + λ1f1(x) = λ0x1x2 + λ1(x2
1 + x2

2 − a2).

Lx(x, λ) = 0>2 ⇔ ∂

∂x1
L(x, λ) = λ0x2 + 2λ1x1 = 0

∂

∂x2
L(x, λ) = λ0x1 + 2λ1x2 = 0
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2 (a) Zij λ0 = 0, dan2λ1x1 = 2λ1x2. Omdatλ1 6= 0 geeft ditx1 = 0 = x2 en dat is
tegenstrijdig metf1.

2 (b) Zij λ0 = 1, dan

x2 + 2λ1x1 = 0
x1 + 2λ1x2 = 0

}
⇒

2λ1 = −x2
x1

2λ1 = −x1
x2

Dus
x2

x1
=

x1

x2
⇔ x2

1 = x2
2.

Metf1 volgt danx1 = x2 = a√
2
.

Voordeel van Lagrange in vergelijk met Fermat: (i) algebra is makkelijker (no
‘roots’), (ii) n + m vergelijkingen in precies zo veel onbekenden waarvanλ1, . . . , λm

niet hoeven berekend te worden.

Voorbeeld 3.2.6 p. 147 uit B&V. (λ0 = 0)

f0(x) → min, x2
1 − x3

2 = 0

en x̂0 = 02 voor f0 : R2 → R differentieerbaar in het punt02. Wij veronderstellen
verder dat ∂

∂x1
f0 = ∂

∂x2
f0.

Uitwerking: f0(x) → min onderf1(x) = x2
1 − x3

2 = 0.
1) (Zonder Weierstrass)
2)

L(x) = λ0f0(x) + λ1(x2
1 − x3

2)
∂

∂x1
L(x) = λ0

∂

∂x1
f0(x) + 2λ1x1

∂

∂x2
L(x) = λ0

∂

∂x2
f0(x) + 3λ1x

2
2

2 (a) Zij λ0 = 0, danλ1 6= 0 en

2λ1x1 = 3λ1x
2
2 ⇔ x1 =

3
2
x2

2

invullen inf1 geeft

9
4
x4

2 − x3
2 =

(
9
4
x2 − 1

)
x3

2 = 0 ⇔ x1 = x2 = 0 of x2 =
4
9
, x1 =

8
27

.

2 (b) Zij λ0 = 1, dan

∂

∂x1
f0(x) + 2λ1x1 = 0 en

∂

∂x2
f0(x) + 3λ1x2 = 0

Omdat ∂
∂x1

f0 = ∂
∂x2

f0 volgt hieruit

2x1 = 3x2
2.

Dit leidt tot de zelfde oplossing als 2(a).
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7.2 Werken met de Lagrangemethode

Voorbeeld 3.2.8 p. 149 uit B&V. Laat zien datC,D ≥ 0 bestaan źo dat voor ieder
x1, x2

C4

√
x4

1 + x4
2 ≤

√
x2

1 + x2
2 ≤ C4

√
x4

1 + x4
2.

Uitwerking: Herschrijf

C 4
√

x4
1 + x4

2 ≤
√

x2
1 + x2

2 ≤ D 4
√

x4
1 + x4

2

als

C ≤
√

x2
1 + x2

2

4
√

x4
1 + x4

2

≤ D.

Zij y = αx, dan is √
y2
1 + y2

2

4
√

y4
1 + y4

2

=

√
x2

1 + x2
2

4
√

x4
1 + x4

2

Wij kunnen dus volstaan metx4
1 + x4

2 = 1 (de ‘lengte’ van dex-vector is niet belan-
grijk). Wij lossen op

f̃0(x) =
√

x2
1 + x2

2 → extr.

x4
1 + x4

2 − 1 = 0

of

f0(x) = x2
1 + x2

2 → extr.

x4
1 + x4

2 − 1 = 0

1) (Weierstrass)f0 is continu enV = {x : x4
1 + x4

2 − 1 = 0} is compact:

• afgesloten:V = g−1({0}) metg(x) = x4
1 + x4

2 − 1 continu

• niet leeg:(1, 0) ∈ V

• begrensd: voor iederx ∈ V geldt−1 ≤ x1, x2 ≤ 1

2)

L(x, λ) = λ0(x2
1 + x2

2) + λ1(x4
1 + x4

2 − 1)
∂

∂x1
L(x) = 2λ0x1 + 4λ1x

3
1

∂

∂x2
L(x) = 2λ0x2 + 4λ1x

3
2

2 (a) Zij λ0 = 0, danλ1 6= 0 en4λ1x
3
1 = 0 = 4λ1x

3
2. Dusx1 = 0 = x2 en dat is in

tegenspraak metx4
1 + x4

2 = 1.
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2 (b)λ0 = 1, dan

2x1 + 4λ1x
3
1 = 0 ⇔ 4λ1 = −2x1

x3
1

2x2 + 4λ1x
3
2 = 0 ⇔ 4λ1 = −2x2

x3
2

⇒ 2x1x
3
2 = 2x2x

3
1

Mogelijke oplossingen:

• x1 = 0 enx2 = ±1

• x1 = ±1 enx2 = 0

• zij x1 6= 0 enx2 6= 0 (en wij mogen doorx1, x2 delen) dan

2x1x
3
2 = 2x2x

3
1 ⇒ x2

1 = x2
2 ⇒ |x1| = |x2| =: C

Uit de nevenvoorwaarde volgt

C4 + C4 = 1 ⇔ C = 4

√
1
2

Uit de bovenstaande analyse volgt voor de extremax̂

x̂ ∈ {(0, 1), (1, 0), (−1, 0), (0,−1), (C,C), (−C,C), (C,−C), (−C,−C)}

De waarden vanf0 voor x̂ ∈ {(0, 1), (1, 0), (−1, 0), (0,−1)} zijn gelijk
aan 1 en de andere waarden zijn gelijk aan

√
2 > 1. Dus de pun-

ten {(C,C), (−C,C), (C,−C), (−C,−C)} zijn maximumlocaties en de punten
{(0, 1), (1, 0), (−1, 0), (0,−1)} zijn minimumlocaties. Wij hebben dus aangetoond:

1 ≤ x2
1 + x2

2 ≤
√

2, voorx4
1 + x4

2 = 1

oftewel

1 ≤
√

x2
1 + x2

2 ≤4
√

2, voorx4
1 + x4

2 = 1

en we hebben

1 ≤
√

x2
1 + x2

2√
x4

1 + x4
2

≤4
√

2, voor iederx

(wij hebben boven al aangetoond dat we metx4
1 + x4

2 = 1 kunnen volstaan, de ‘lengte’
van dex-vector is niet belangrijk). Er geldt dusC = 1 enD =4

√
2.

7.3 Bewijs van de Lagrangemethode

Theorem 12 (Tangent Space Theorem, zie ook Theorem 2.13 p. 127 uit B & V) Zij
x̂ ∈ IRn, U ⊂ IRn een open omgeving van̂x, fi : U → IR, 1 ≤ i ≤ m, en

F (x1, . . . , xn) =


f1(x1, . . . , xn)
f2(x1, . . . , xn)

...
fm(x1, . . . , xn)


32



een vector afbeelding vanU naar IRm zó dat F continu differentieerbaar is in̂x,
rankF ′(x̂) = m enF (x̂) = 0m.

Zij F ′(x̂)v = 0, dan bestaat een afbeeldingr : IRn → IRn zó dat voor (een wat
kleinere) omgevingU geldt dat

F
(
tv + r(tv)

)
= 0m

voorv orthogonaal op de tangenten hyperruimte inx̂ 5, tv ∈ U enr(tv) = o(t).

Het Tangent Space Theorem laat zien dat de verzamelingT = {x ∈ D : fi(x) =
0, 1 ≤ i ≤ m} lokaal in een omgeving van0n door een lineaire functie benadert
worden kan.

Bewijs van Lagrange:De nevenvoorwaarden geven een functie

F (x1, . . . , xn) =


f1(x1, . . . , xn)
f2(x1, . . . , xn)

...
fm(x1, . . . , xn)

 .

Wij veronderstellen dat̂x = 0n de lokatie van het globaal minimum is en datF (0n) =
0m. Merk op

F ′(x1, . . . , xn) =


f ′1(x1, . . . , xn)
f ′2(x1, . . . , xn)

...
f ′m(x1, . . . , xn)

 =


∂

∂x1
f1(x1, . . . , xn) . . . ∂

∂xn
f1(x1, . . . , xn)

∂
∂x1

f2(x1, . . . , xn) . . . ∂
∂xn

f2(x1, . . . , xn)
...

...
...

∂
∂x1

fm(x1, . . . , xn) . . . ∂
∂xn

fm(x1, . . . , xn)

 .

Het niet regulair geval:De rijen vanF ′(0>n ) zijn lineair afhankelijk. Dan bestaat
een combinatieλi, 1 ≤ i ≤ m, zó dat

m∑
i=1

λif
′
i(0

>
n ) = 0>n .

Als wij λ0 = 0 kiezen, geldt dan
∑m

i=1 λif
′
i(0

>
n ) = 0>n . (Wij vinden dus een oplossing

zonder de voorwaardef ′0(0
>
n ) = 0>n ).

Het regulair geval:De rijen vanF ′(0n) zijn lineair onafhankelijk. Zijv ∈ IRn zó
datF ′(0n)v = 0m. Met het Tangent-Spade-Theorem volgt dan dat

tv + r(tv)

een oplossing is vanF (x) = 0m voor |t| voldoende klein, enr(tv) = o(t). Wij hebben
veronderstelt dat0n een minimumlokatie is dus

0 ≤ f0(tv + r(tv))− f0(0n)

5andere verwoordingen:v ∈ kernF ′(x̂), of v⊥y voor iedery in de doorF ′(x̂) opgespannen ruimte
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en uit de differentieerbaarheid vanf0 volgt

0 ≤ f0(tv + r(tv))− f0(0n) = tf ′0(0n)v + o(t).

Omdatt positieve en negatieve waarden kan aannemen volgt datf ′0(0n)v = 0. Omdat
F ′(0n)v = 0m volgt uit de theorie der lineaire vergelijkingen datf ′0 een lineair combi-
natie van de rijen vanF ′(0n) is. Omdat de rijen vanF ′ de vectorenf ′i(0n), 1 ≤ i ≤ m,
zijn volgt het bewijs van de stelling van Lagrange.
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8 Practicum Week 4

Opgave 1 (Probleem 3.3.7 uit B&V p.163) Ieder symmetrische matrixA ∈ Rn×n heeft
een eigenwaarde inR.

Opgave 2 (Exercise 3.6.1 uit B&V p.190)

ex1x2 → max, x3
1 + x3

2 = 1

Opgave 3 (Exercise 3.6.2 uit B&V p.190)

x2
1 + 12x1x2 + 2x2

2 → extr, 4x2
1 + x2

2 = 25

Opgave 4 (Exercise 3.6.3 uit B&V p.190)

x1x
2
2x

3
3 → extr, x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1

Opgave 5 (Exercise 3.6.13 uit B&V p.195) (!) Laat zien dat de Lagrangemethode de ver-
keerde oplossing geeft (namelijk(x1, x2) = (9, 4)) voor

2x1 + 3x2 → max,
√

x1 +
√

x2 = 5
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9 Kuhn-Tucker

Probleem(P4.1) Zij f0 : D → IR, metD ⊂ IRn een convexe verzameling: Def. 4.1 in
p.206

f0(x) → extr, fi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m,

noemen wij eenn-dimensionaal optimaliseringsprobleem met nevenvoorwaarden in
vorm van een stelsel bestaande uit meer danéén ongelijkheid.

Voorbeeld 4.2.2 uit B&V p.206:

f0(x) = (x1 − 2)2 + (x2 − 3)2 → min
f1(x) + x1 + x2 − 2 ≤ 0, f2(x) = x2

1 − 4 ≤ 0

Uitwerking volgt later.

9.1 Het Karush-Kuhn-Tucker Theorem

Wij voeren op de productruimteD × IRm+1 de LagrangefunctieL in, gedefinieerd
door

L(x, λ) =
m∑

i=0

λifi(x).

De rijvectorλ wordt de Lagrange multiplicator genoemd. Wij veronderstellen dat de
functiesfi, 0 ≤ i ≤ m, differentieerbaar zijn in̂x. Wij schrijvenLx(y, λ) voor de
rijvector van partïele afgeleiden naarx in y:

Lx(y, λ) =
(

∂L
∂x1

(y, λ), . . . ,
∂L
∂xn

(y, λ)
)

.

De Karush-Kuhn-Tucker voorwaarden (KKT-voorwaarde) in puntx̂ zijn:

(α) Lx(x̂, λ) = 0>n stationariteit;

(β) λi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, niet-negativiteit;

(γ) λifi(x̂) = 0, 1 ≤ i ≤ m, complementair slackness

Theorem 13 (Theorem 4.4 p. 210 uit B&V.) Zijnfi ≤ 0, 0 ≤ i ≤ m, differentieer-
baar in x̂ ∈ IRn en convex. Er geldt: alŝx een minimumlokatie is dan bestaat er een
Lagrange multiplicatorλ 6= 0m+1 zó, datx̂ aan de KKT voorwaarden voldoet.

N.B. Convexiteit levert dat wij geen onderscheid moeten maken tussen globaal en
lokaal minimum.

Definitie 15 Een puntx ∈ IRn wordt Slater punt genoemd alsfi(x) < 0, 1 ≤ i ≤ m.

Theorem 4.5p.211 uit B&V: Zijn fi ≤ 0, 0 ≤ i ≤ m, differentieerbaar in̂x ∈ IRn en
convex.
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(i) Als x̂ aan de KKT voorwaarden voldoet voorλ metλ0 = 1, dan isx̂ een min-
imumlokatie vanf0 (het globaal minimum van de Lagrange functie is ook het
globaal minimum van de waardefunctie).

(ii) Veronderstel dat er een Slater puntx̄ bestaat. Er geldt: iedere vectorλ die aan
de KKT-voorwaarden voldoet heeftλ0 6= 0.

Bewijs: Volgens (α) is x̂ een stationair punt van de Lagrangefunctie. Omdat
L(x, λ) convex is inx voor iedereλ, volgt verder uit (α) dat x̂ een globaal minimum
is vanL(x̂, λ):

L(x̂, λ) ≤ L(x, λ) . (δ)

Bewijs (i): Zij x een toegestaan punt. Als wijλ0 = 1 kiezen geeft dit

f0(x)
(β)+fi≤0

≥ L(x, λ)
(δ)

≥ L(x̂, λ)
(γ)
= f0(x̂).

Bewijs (ii): Zij x̄ een Slater punt. Neem aan datx̂ aan de KKT voorwaarden voldoet
voorλ en datλ0 = 0, dan

0
(γ)+λ0=0

= L(x̂, λ)
(δ)

≤ L(x̄, λ) λ0=0=
m∑

i=1

λi︸︷︷︸
≥0

fi(x̄)︸ ︷︷ ︸
≤0

def. Slater punt
< 0

waarbij we benutten dat uitλ 6= 0>m+1 volgt dat en minstenśeénλi, 0 < i ≤ m, niet
null is. Uit deze tegenspraak volgtλ0 6= 0. �

9.2 Werken met het KKT theorema

Voorbeeld 4.2.5 uit B&V p.212:

f0(x) = (x1 − 2)2 + (x2 − 3)2 → min
f1(x) + x1 + x2 − 2 ≤ 0, f2(x) = x2

1 − 4 ≤ 0

Uitwerking:

f0(x) = (x1 − 2)2 + (x2 − 3)2 → min
f1(x) = x1 + x2 − 2 ≤ 0
f2(x) = x2

1 − 4 ≤ 0,

x ∈ R2. Het probleem is convex (zo als in KKT aangegeven wij hebben dus geen
Weierstrass nodig). Verder is(0, 0) een Slaterpunt:

f1(0, 0) = −2 < 0 en f2(0, 0) = −4 ≤ 0.

De Lagrangefunctie wordt dan

L(x, λ) = (x1 − 2)2 + (x2 − 3)2 + λ1(x1 + x2 − 2) + λ2(x2
1 − 4)

Lx1(x, λ) = 2(x1 − 2) + λ1 + 2λ2x1 = 0
Lx2(x, λ) = 2(x2 − 3) + λ1 = 0
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Mogelijke gevallen:(f1, f2 < 0 enλ1 = λ2 = 0), (f1 < 0, f2 = 0 enλ1 = 0, λ2 ≥
0), (f1 = 0, f2 < 0 enλ1 ≥ 0, λ2 = 0) (f1, f2 = 0 enλ1, λ2 ≥ 0).

Wij gaan verder met(f1 = 0, f2 < 0 enλ1 ≥ 0, λ2 = 0).

2(x1 − 2) + λ1 = 0
2(x2 − 3) + λ1 = 0

x1 + x2 − 2 = 0 ⇔ x1 = 2− x2

Uit de eerste twee vergelijkingen volgt

2(x1 − 2) = 2(x2 − 3)

invullen van de deerde geeft

2(2− x2 − 2) = 2(x2 − 3) ⇔ 6 = 4x2 ⇔ x2 =
3
2
⇒ x1 =

1
2
.

Het punt (1/2, 3/2) is het uniek minimum de waarde van het minimum is
f0(1/2, 3/2) = 4 1

2 .

Probleem 4.3.1 uit B&V p.217. [Optional identiek met opgave 3] Voora 6= 0n los het
volgende probleem

ax =
∑
i=1

xiai → max, |x|2 =
n∑

i=1

x2
i = 1

Uitwerking: Zij a> ∈ IRn meta 6= 0>n .

ax =
n∑

i=1

aixi → max

onder

|x|2 =
n∑

i=1

x2
i ≤ 1.

(Optimalisering op een sphere) Hiervan maken wij

f0(x) = −ax = −
n∑

i=1

aixi → min

onder

f1(x) = |x|2 − 1 =
n∑

i=1

x2
i − 1 ≤ 0.

L(x, λ) = λ0(−ax) + λ1(|x|2 − 1)
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Omdatf1(0n) = −1 < 0 is 0n een Slaterpunt, dusλ0 = 1. De KKT condities zijn dus

Lx(x, λ1) = −a + 2λ1x
>

= (−a1 + 2λ1x1,−a2 + 2λ1x2, . . . ,−an + 2λ1xn)
= 0>n , λ1 ≥ 0.

Zij f1(x) < 0, dan isλ1 = 0 en

Lx(x, λ1) = 0>n = −a

en dit kan allen alsa = 0>n wat een tegenstelling meta 6= 0>n is.
Zij f1(x) = 0, dan

Lx(x, λ1) = −a + 2λ1x
> (6)

= (−a1 + 2λ1x1,−a2 + 2λ1x2, . . . ,−an + 2λ1xn)
= 0>n , λ1 ≥ 0.

Dus,
ai

2λ1
= xi, 1 ≤ i ≤ n

Omdatf1(x) = 1 volgt hieruit

n∑
i=1

a2
i

4λ2
1

= 1 ⇔ λ1 =

√∑n
i=1 a2

i

4
=
|a|
2

.

Naar invullen in (6) volgt datx> = a
|a| (= de vectora op lengte 1 gescaleerd). De

waarde van het maximum(!) is

a>a

|a|
=

∑n
i=1 a2

i√∑n
i=1 a2

i

=

√√√√ n∑
i=1

a2
i = |a|

in vector notatie
a>a

|a|
=
|a|2

|a|
= |a|.

9.3 Bewijs van het Kuhn-Tucker Theorema

Vectorw is een tangente vanC ⊂ IRn in x, in notatiew ∈ TC(x), als er een reeks
w(k) bestaat metw(k) → w alsk →∞ en een reekst(k) ∈ IR mett(k) ↘ 0 zo dat

x + t(k) w(k) ∈ C.

Voorbeeld:Als x een inwendig punt vanC is dan geldtTC(x) = IRn, en alsx een
randpunt is enC convex, dan isTC(x) de verzameling van alle vectoren die vanuit
x in richting C wijzen. (De hyperruitme op de ”C-kant” van x gegeven door de
tangentialhypervlakte in het puntx.
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Vectorw is een normale vanC ⊂ IRn in x, in notatiew ∈ NC(x), als er een reeks
w(k) bestaat metw(k) → w alsk →∞ enx(k) metx(k) → x zo dat

< w(k), x(k)− x >≤ o(|x(k)− x|)

De vectorv ∈ IRn is eenregulaire normalevanC in x als

< v, x− x >≤ o(|x− x|) ∀x ∈ C,

waarbij< x, y >= x>y.

Voorbeeld:Als x een inwendig punt vanC is dan geldtNC(x) = {0n}. Bewijs: uit

| < v, x− x > | = |x− x| |v| cos(η)

volgt
| < v, x− x > |

|x− x|
= |v| cos(η)

en dus< v, x− x >≤ o(|x− x|) voor iederx ∈ C als|v| = 0 oftewelv = 0n. Als x
een randpunt vanC is enC convex, dan geldtNC(x) = {v} waarbijv ”loodrecht op
C in x staat”.

Zij f : IRn → IR een differentieerbare functie opC ⊂ IRn. Als x voor f in een
lokaal minimum inC is, dan is∇f(x) is een regulaire normale voorC in x.

Supporting hyperplane theorem (Theorem 4.6 p.231 uit B&V) en Sectie 4.4.2 uit B&V.

Theorem 14 (Supporting Hyperplane Theorem) ZijC ⊂ IRn een convexe verzameling
en 0n een randpunt vanC. Dan bestaat erλ ∈ (IRn)T zó dat λx ≥ 0 voor iedere
x ∈ C. In kort:−λ ∈ NC(0n).

De hypervlakteλx ondersteunt (‘supports’) de verzamelingC in 0n: de verzamel-
ing C ligt op een kant van de hypervlakte. Bewijs van de stelling:

Zij int(C) = ∅ dan isC onderdeel van de hyperruimteH = {x ∈ IRn|λx = 0}
voor een niet nul vectorλ ∈ (IRn)>6.

Zij c ∈ C en zij x̂ een punt inD = cl(IR+C)7 met minimale afstand tot het punt
−c. Dan voldoetλ = (x̂ + c)> aan de stelling. N.B.: Waarom bestaat een punt met
minimale afstand? Voeg de nevenvoorwaarde|x + c| ≤ |c| aanC toe en maak de
verzameling daardoor begrensd. Ook de nieuwe verzamelingĈ is weer niet leeg (0n is
een element) en afgesloten. De stelling van Weierstrass levert dan dat er een punt met
minimale afstand bestaat:|x(−c)| → min, x ∈ Ĉ.

Bewijs van KKT: Neem aan datf0(x̂) = 0. Zij

C = {y ∈ IRm+1 | ∃x ∈ IRn : yi ≥ fi(x), 0 ≤ i ≤ m}.
6λ is normale vanH, uit λ>x > 0 volgt |λ||x| cos(η) > 0 waarbijη de hoek tussenλ enx is. Uit het

feit datcos(η) > 0, volgt−π/2 < η < π/2.
7De verzamelingIR+C is gedefinieerd doorIR+C = {yc ∈ IRn : y ∈ IR+, c ∈ C}.
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Nota bene: omdatf0(x̂) = 0 enfi ≤ 0 (1 ≤ i ≤ m) volgt dat0m+1 ∈ C.
De verzamelingC is convex:zijn x, y ∈ C dan bestaanx′ eny′ zó dat

x ≥ (f0(x′), . . . , fm(x′)) en y ≥ (f0(y′), . . . , fm(y′)).

Er geldt

αx + (1− α)y ≥ α(f0(x′), . . . , fm(x′)) + (1− α)(f0(y′), . . . , fm(y′))
= (αf0(x′) + (1− α)f0(y′), . . . , αfm(x′) + (1− α)fm(y′))

en omdatfi, 0 ≤ i ≤ m, convex zijn geeft dit

≥ (f0(αx′ + (1− α)y′), . . . , fm(αx′ + (1− α)y′)).

Het definitiegebied vanfi (0 ≤ i ≤ m) is convex, dus alsx′ en y′ in D liggen
dan ookw := αx′ + (1 − α)y′ voor α ∈ [0, 1]. We hebben nu aangetoond dat
αx + (1− α)y ≥ (f0(w), . . . , fm(w)). De verzamelingC is dus convex.

Er geldt 0m+1 6∈ intC: Stel dat0m+1 ∈ intC. Dan bestaatε > 0 zó dat y =
(−ε, 0, . . . , 0)> ∈ C. Uit de definitie vanC volgt dan dat−ε ≥ f0(y) en dit een
contradictie is met de veronderstelling datf0(x̂) het minimum vanf0 is.

Het Supporting-Hyperplane-Theorem levert nu dat er eenλ ∈ (IRm+1)> bestaat
zó dat

∀y ∈ C : λy ≥ 0. (7)

(β) Uit de definitie vanC volgt dat 0m+1 met als gevolg datIRm+1
+ ⊂ C. Dit

leidt direct tot het bewijs van (β) [kies (0, . . . , 1positiej , . . . , 0) ∈ IRm+1
+ ,

1 ≤ j ≤ m, en vul in (7) in; met dit argument volgt ookλ0 ≥ 0].

(γ) Stel datfi(x̂) < 0 voor i ≥ 1. Dan geldt

y = (0, . . . , 0, fi(x̂), 0, . . . , 0) ∈ C.

Uit (7) volgt dus datλi = 0.

(α) Er geldt
∀x ∈ IRn : (f0(x), . . . , fm(x)) ∈ C

hieruit volgt met (7)

L(x, λ) =
m∑

i=0

λifi(x) ≥ 0.

Wij hebben veronderstelt datf0(x̂) = 0, uit (γ) volgt dan datL(x̂, λ) = 0. Dus
ligt bij x̂ het globale minimum vanL(·, λ). Het theorema van Fermat geeft in dit
gevalLx(x̂) = 0.
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10 Practicum Week 5

Opdracht 1 (Exercise 4.6.7 uit B&V p.251)

A person is planning to divide her savings among three mutual funds, having ex-
pected returns of 10 %,10 % and 15 %. Her goal is a return of at least 12 %, while
minimizing her risk. The risk function for an investment in this combination of
funds is

200x2
1 + 400x2

2 + 100x1x2 + 899x2
3 + 200x2x3,

wherexi is the proportion of her savings in fundi. Determine the proportions
that should be invested in each fund. Would it help if she could go short, that is,
if the xi are allowed to be negative?

Opdracht 2 (Exercise 4.6.1 uit B&V p.250)

x2
1 + x2

2 + x2
3 → extr, x1 + x2 + x3 ≤ 12, x1, x2, x3 ≥ 0

Opdracht 3 (Probleem 4.3.1 uit B&V p.217) Voora 6= 0n los het volgende probleem

ax =
∑
i=1

xiai → max, |x|2 =
n∑

i=1

x2
i = 1
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11 De Lagrange Methode

11.1 Interpretatie van deλ-vector

Probleem(P ′
3.1) Zij f : D → IR, metD ⊂ IRn:

f0(x) → extr, fi(x) = bi, 1 ≤ i ≤ m,

Stel dat de Lagrange methode kan worden toegepast op het bovenstaande probleem
met f̂i = fi − bi = 0, 1 ≤ i ≤ m. De oplossingy∗ is een stationair punt vanL(x, λ).
De waarde functief0(b) := f0(y∗1(b), . . . , y∗n(b)) hangt van de waarde van de restrictie
b af. Veronderstel daty∗(b) differentieerbaar is inb, dan is

∂

∂bj
f0(b) = λj(b) , 1 ≤ j ≤ m.

De Lagrangemultiplicatorλj geeft dus aan hoe de waardefunctie in de optimale oploss-
ing y∗ van de constantebj afhangt. Het getalλj(b) word ookschaduw prijsof mar-
ginale waardegenoemd.

Het bovengenoemde resultaat is een voorbeeld van eenenvelop theorema. In het
volgende wordt een volledig envelop theorema gegeven.

Theorem 15 (Envelop theorema) De voorwaarden in Lagrange stelling zijn vervult.
Voor 1 ≤ i ≤ m, zij restrictie fi afhankelijk vanri en continu differentieerbaar in
ri. De Lagrangefunctie heeft een uniek stationair puntx∗ = x∗(r∗) voor r = r∗. Er
geldt:

∂

∂ri
f0(r) =

(
∂

∂ri
L(x, r)

)
x=x∗(r),r=r∗

, 1 ≤ i ≤ m.

(Zonder bewijs.)

11.2 De algemene Stelling

Wij voeren op de productruimteD × IRm+1 de LagrangefunctieL in, gedefinieerd
door

L(x, λ) =
m∑

i=0

λifi(x).

De rijvectorλ wordt de Lagrange multiplicator genoemd. Wij veronderstellen dat de
functiesfi, 0 ≤ i ≤ m, differentieerbaar zijn in̂x. Wij schrijvenLx(y, λ) voor de
rijvector van partïele afgeleiden naarx in y:

Lx(y, λ) =
(

∂L
∂x1

(y, λ), . . . ,
∂L
∂xn

(y, λ)
)

.

Probleem(P5) Zij f0 : D → IR, metD ⊂ IRn een convexe verzameling:

f0(x) → extr

onder fi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ s,

fi(x) = 0, s + 1 ≤ i ≤ m,
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noemen wij eenn-dimensionaal optimaliseringsprobleem met nevenvoorwaarden.

Theorem 16 Zij f0 differentieerbaar iny ∈ D en fi, 1 ≤ i ≤ m, continu differen-
tieerbaar iny. Zij y een inwendig punt vanD zó, datf(y) een lokaal extremum is van
f op de verzameling

T = {x ∈ D : fi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ s, fi(x) = 0, s + 1 ≤ i ≤ m}.

Er geldt: er bestaat een Lagrange multiplicatorλ 6= 0m+1 zó, daty een stationair punt
is vanL(·, λ), oftewel

Lx(y, λ) = 0>n ⇔
s∑

i=0

λi
∂fi

∂xj
(y) = 0 , 1 ≤ j ≤ n,

en voor1 ≤ i ≤ s

Lλi
(y, λ)

{
= 0 voorλi > 0
≤ 0 voorλi = 0

(KKT)

en voors + 1 ≤ i ≤ m

Lλi
(y, λ) = 0 (Lagrange).

N.B.: de vectorenf ′i(y), s + 1 ≤ i ≤ m, en voor1 ≤ i ≤ s, f ′i zo datλi > 0 zijn
lineair afhankelijk.

12 Iteratieve Methoden (voor Fermat/Lagrange)

Het doel van een optimaliseringsprobleem is het minimaliseren dan wel maximaliseren
van een doelfunctief(x) door een vector van parametersx aan te passen. De verza-
meling X ⊂ Rn bevat alle mogelijke waarden die de n-dimensionale vectorx aan
mag nemen, het toegelaten gebied. De doelfunctie heeft eenéén-dimensionale waarde,
ofwel f : Rn → R1. Met deze notatie kunnen we het probleem kortweg schrijven als:

min
x∈X

f(x). (8)

Een minimalisatieprobleem kan eenvoudig omgezet worden naar een maximal-
isatieprobleem door het teken van de doelfunctie te veranderen. Een alternatieve manier
om het probleem te beschrijven is het zoeken van de stationaire punten. Voorwaarde is
dan datf differentieerbaar is. Stationaire punten bevinden zich bij de nulpunten van de
gradïentDf(x), de afgeleide naarx, zo dat

(Df(x))i =
∂f(x)
∂xi

= 0 1 ≤ i ≤ n.
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Een stationair punt is niet altijd het absolute, ofwel globale optimum van de doelfunctie.
Er kan dan ook een lokaal optimum gevonden zijn. Als de functie echter convex is, dan
zal er slechts een optimum zijn.

Als f(x) enDf(x) niet bekend zijn dan wordt de optimalisatie wordt doorgaans
uitgevoerd met behulp van een algoritme dat de parameters stap voor stap aanpast vanaf
een beginwaarde, naar een verbeterde waarde van de doelfunctie. De beginwaarde is
zelden gegeven en wordt daarom vaak heuristisch gekozen. De gradiënt wordt gebruikt
om de zoekrichting te bepalen en het probleem beter hanteerbaar te maken.

12.1 Newton-Raphston

Sectie 4.6 in R. Adams, p. 245.

12.2 Steepest Decent Algorithmen

Steepest Decent Algorithmen (SDA) is een klasse van optimalisatie algoritmes die door
Robbins en Monro geı̈ntroduceerd werd. In het SDA algoritme wordt de parameter it-
eratief bijgewerkt om een nulpunt van de gradiënt vanf(x) te vinden. Indien de doel-
functie convex is, wordt het globale optimum gevonden, anders een lokaal optimum.
De schatting voorx∗, de lokatie van het optimum, bij de k-de iteratie zal genoteerd
worden metxk , k = 0, 1, 2, . . . , zodat

lim
k→∞

xk = x∗. (9)

De algemene vorm van het SDA is als volgt:

xk+1 = xk − akDf(xk). (10)

De rij {ak} wordt degain sequencegenoemd. Bij het kiezen van de niet-negatieve rij
{ak} moet een rij gevonden worden die naar nul gaat naarmate de oplossing dichterbij
komt, maar waarbij vroegtijdige (valse) convergentie wordt vermeden. Alsa te klein
is kruipt het algoritme naar het optimum. Alsa echter te groot gekozen wordt kun-
nen er extreme schommelingen plaatsvinden, wat leidt tot een instabiel algoritme. Het
algoritme convergeert indien de rij voldoet aan twee voorwaarden:

∞∑
k=0

ak = ∞
∞∑

k=0

a2
k < ∞. (11)

Een geschaalde harmonische rij van de vorm{a/k +1}meta > 0 is een veel gebruikt
voorbeeld van een rij die aan deze voorwaarden voldoet.

Indien het toegelaten gebied niet de geheleRn omvat, kan het gebeuren dat het
algoritme een oplossingx∗ vindt die buiten het toegelaten gebiedX valt. Vaak vindt
optimalisatie plaats met randvoorwaarden, waardoorθ bijvoorbeeld binnen een bepaald
interval moet vallen. Om deze reden wordt de volgende variatie op het algoritme ge-
bruikt:

xk+1 = ΠX(xk − akDf(xk)). (12)
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Hierin is de functieΠX een projectie vanxk terug in het toegelaten gebiedX als het
algoritmexk hierbuiten plaatst.

12.3 Approximatie/Schatting van de Gradïent

Er zijn vele modellen waarbij het niet mogelijk is de gradiënt van de doelfunctie met
behulp van wiskundige analyse te vinden. Voor zulke modellen bestaan er methoden
die beter geschikt zijn dan (12). De indirecte (of geschatte waarde) van de gradiënt is
daarbij enkel gebaseerd op metingen van de doelfunctie. Het SDA algoritme in metho-
den met een gradiëntschatter heeft doorgaans de volgende twee eigenschappen:

1. Er wordt enkel eenbenaderinggeschat van de ware waarde van de gradiënt.

2. Er wordt enkel gekeken naar de output van het systeem dat bestudeerd wordt,
zonder hierbij de onderliggende afhankelijkheid van de input te analyseren.

Op basis van het aantal iteraties convergeren algoritmen waarbij enkel doelfunctiewaar-
den gebruikt worden om de gradiënt te schatten vaak langzamer. Echter, omdat het
lastig kan zijn om de exacte relatie tussen de parameters (input) en de doelfunctie (out-
put) te vinden is een vergelijking in snelheid niet enkel te baseren op het aantal iteraties.
Er kunnen grote besparingen in rekentijd zijn door de doelfunctiewaarde te berekenen
in plaats van de gradiënt.

12.4 Zuivere schatters (Stochastische Variabelen)

Naast bovengenoemde deterministische versie van het SDA algoritme van Robbins en
Monro bestaat er een stochastische variant. Het resultaat in (10) geldt ook alsDf(x)
vervangen wordt door een zuivere gradiëntschatterg(θ) voor Df(x). Dat wil zeggen
datE[Df(x)] = g(x). In geval van een zuivere schatter leest het algoritme als volgt:

xk+1 = xk − akg(xk). (13)

De convergentie in (9) is dan met kans 1. Het algorithme in (13) heet stochastische
approximatie (SA).

12.5 Onzuivere schatters (Stochastische en Deterministische Vari-
ante)

Indien een schatter niet zuiver is, wordt deze onzuiver genoemd. In dat geval geldt dat

E[g(x)] = g(x) + fout .

De klassieke aanpak voor de benadering van de gradiënt vector is via ’finite differences’
en volgt uit de definitie hiervan als een vector vanp partïele afgeleiden. De definitie
van een partïele afgeleide van de functief : Rn → R van de variabelenx1, ..., xn naar
variabelexi is als volgt:

∂

∂xi
f(x1, . . . , xn) = lim

c→0

f(x1, . . . , xi−1, xi + c, xi+1, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn)
c

.

46



Er bestaan zoweĺeén- als twee-zijdige finite difference gradiënt schatters. Bij de eerste
soort wordt de gradiënt geschat aan de hand van metingen van de doelfunctie bijx
en bij (x + een perturbatie). Bij tweezijdige schatters wordt de gradiënt geschat aan de
hand van metingen van de doelfunctie bij (x± een perturbatie). Bijn parameters zijn er
respectievelijkn + 1 en2n metingen van de doelfunctie nodig per schatting. Ondanks
de langere rekentijd die nodig is voor een tweezijdige schatter, wordt deze wel vaak
gebruikt omdat de uitkomsten hierbij stabieler zijn. Hieronder worden verschillende
SDA algoritmen die een onzuivere gradiëntschatter gebruiken besproken.

12.5.1 Kiefer-Wolfowitz Stochastische Aproximatie

Het prototype algoritme dat werkt met een onzuivere gradiëntschatter is het finite dif-
ference SDA (FDSDA) algoritme. Het heeft dezelfde vorm als het algoritme van Rob-
bins en Monro (10). Het essentiële verschil tussen de algoritmen zit in de benadering
van de gradïent.

In het algoritme van Kiefer en Wolfowitz wordt gebruik gemaakt van een onzuivere
tweezijdige schatter. Analoog aan de definitie van de partiële afgeleide wordt in het al-
goritme bij iedere iteratiéeén van de elementen in de vector met parameters aangepast,
ofwel gepertubeerd, terwijl de andere waarden gelijk gehouden worden. Op dit punt
wordt de waarde van de doelfunctie bepaald. Stel dat we kijken naar het i-de com-
ponent van de vector metn parameters. Het i-de component van de gradiënt schatter
wordt dan berekend door het verschil in functiewaarden te delen door het differentie in-
terval, de perturbatie. In formulevorm ziet de gradiëntschatter voor het i-de component
in het puntx er als volgt uit:

∂

∂xi
f(x1, . . . , xp) ≈ gk,i(xk) =

f̂(xk + ckei)− f̂(xk − ckei)
2ck

. (14)

In het stochastisch geval iŝf een zuivere schatter voorf en anderŝf = f . De vector
ei is de i-de eenheidsvector, dus heti-de element heeft de waarde 1 en op de andere
plaatsen staan nullen. Deze vector geeft de zoekrichting in de i-de richting. De vectorc
bevat de verschillen, waarbijck de perturbatie in de k-de stap van het algoritme is. De
rij {ck}moet net als de rij{ak} uit (10) naar nul gaan op een gepast tempo. Door{ck}
steeds kleiner te laten worden zal de fout die gemaakt wordt doorDf(x) te vervangen
door bovengenoemdeg(x) naar 0 gaan alsk → ∞. Voor een partïele afgeleide wordt
immers de limiet vanc → 0 genomen. Men zegt dan dat de gradiëntschatter asympto-
tisch ink zuiver is. Wanneer{ak} aan (11) voldoet, dan is{ck} = c/(k + 1)γ zó dat
voldaan wordt aan de volgende voorwaarden:

1. ck → 0 als k →∞

2.

∞∑
k=0

akck < ∞
∞∑

k=0

a2
k/c2

k < ∞ (15)

De asymptotisch optimale waarde voorγ is 1/6.
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12.5.2 Simultane Perturbaties

Een alternatieve onzuivere gradiëntschatter wordt gebruikt in de zogenaamde Simul-
tane Perturbatie Stochastische Approximatie (SPSA) methode. Het grote voordeel van
dit algoritme zit in de benodigde rekentijd. In tegenstelling tot het algoritme van Kiefer
en Wolfowitz is deze voor dit algoritme niet afhankelijk van het aantal parametersn.
De parameters worden hier namelijk niet stuk voor stuk geperturbeerd, maar gelijk-
tijdig, ofwel simultaan. Aan de hand van tweezijdige random perturbaties uit den-
dimensionale random perturbatie vector∆k wordt de doelfunctie twee keer berekend.
Elk component van de geschatte gradiënt-vector wordt bepaald door het verschil tussen
deze twee metingen te delen door de perturbatie van de individuele componenten van
de perturbatievector. De teller is hierbij voor elke parameter uit de vector gelijk. In
formulevorm:

∂

∂xi
f(x1, . . . , xp) ≈ gk,i(xk) =

f̂(xk + ck∆k)− f̂(xk − ck∆k)
2ck∆k,i

. (16)

Deze gradïentschatter wordt vervolgens gebruikt in het SA algoritme(10).
De gain sequences hebben de volgende vorm:

ak = a/(A + k + 1)α ck = c/(k + 1)γ

De rij {ak} uit het SDA algoritme (10) bepaalt wederom de aanpassing van de pa-
rametervector in de tegengestelde richting van de gradiënt en moet voldoen aan (11).
Vaak gebruikt men hiervoor een aangepaste reeks, waarin hij een stabiliteitsconstante
A toevoegt. Daarbij voegt hij een parameterα toe. De asymptotisch optimale waarde
voorα is 1, maar kan in praktijk soms beter anders gekozen worden. De uit het FDSA
algoritme bekendec bepaalt de grootte van de perturbatie voor elk component. In het
geval van SPSA is dit geen vector, maar een diagonaalmatrix met de waarden uit de
vector c op de diagonaal en voldoet aan (15). Hierdoor is ook SPSA asymptotisch
in k zuiver. Voor convergentie moeten er behalve aan beide gain-sequences ook eisen
gesteld worden aan de verdeling van de perturbatie vector∆k. De vector∆k bepaalt de
zoekrichting in dek-de stap van het algoritme. De∆k,i’s moeten onafhankelijk en sym-
metrisch verdeeld zijn rond0 met eindigende inverse tweede momenten (E[|∆k,i|−1])
voor allek eni. Een symmetrische Bernoulli verdeling waarbij met kans0.5 de waarde
1 en met gelijke kans de waarde−1 wordt aangenomen voldoet aan deze eisen. De
veelgebruikte uniforme- en normale verdeling voldoen niet. Deze verdelingen hebben
namelijk geen eindige inverse momenten.

Het feit dat het aantal berekeningen van de doelfunctie bij SPSA onafhankelijk is
van het aantal parameters, maakt deze methode zeer interessant voor problemen waarbij
over een groot aantal parameters geoptimaliseerd moet worden. Dit voordeel geldt mits
het aantal benodigde iteraties om tot een optimum te komen niet sterk toeneemt.
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13 Iteratieve Methoden (voor Lagrange)

Probleem(P6) Zij f0 : D → IR, metD ⊂ IRn een convexe verzameling:

f0(x) → max

onder fi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ s,

fi(x) = 0, s + 1 ≤ i ≤ m,

noemen wij eenn-dimensionaal optimaliseringsprobleem met nevenvoorwaarden.

Wij voeren op de productruimteD × IRm de LagrangefunctieL in, gedefinieerd
door

L(x, λ) = f0(x)−
m∑

i=1

λifi(x).

Een punt(x∗, λ∗) heet zadelpunt las geldt

L(x, λ∗) ≤ L(x∗, λ∗) ≤ L(x∗, λ)

voor ieder(x, λ) ∈ D × [0,∞)m. Als (x∗, λ∗) een zadelpunt is dan is(x∗, λ∗) een
oplossing voor(P6).

Één oplossing voor(P6) kan dus worden gevonden door simultaan dex-
componenten te maximaliseren en in deλ-componenten te minimaliseren.

Zij (xk, λk) gegeven als volgt:

xk+1
i = xk

i − εk

(
∂

∂xi
f(xk) +

m∑
i=1

λk
i

∂

∂xi
fi(xk)

)
en

λk+1
i = λk

i + ρkfi(xk+1)

modulo projectie opD × [0,∞)m, met

0 <
∑

k

εk = ∞,
∑

k

(εk)2 < ∞

en
0 <

∑
k

ρk = ∞,
∑

k

(ρk)2 < ∞.

Dan geldt
lim

k→∞
(xk, λk) = (x∗, λ∗).
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14 Practicum Week 6 (Tentamen, 2007)

Opgave 1De functief op IR is gedefinieerd door

f(x, y) = y2 + xy.

(a) Stel vast of de functie differentieerbaar is. Bepaal telkens de gradiënt vanf in
het punt(2, 1).

(b) Bepaal de tangentenvlakte vanf in het punt(2, 1).

(c) Bepaal de stationaire punten vanf . Bepaal vervolgens met behulp van figuur 1
de aard van de punten.

Opgave 2De functief op IR2 is gedefinieerd door

f(x, y) = ln(1 + x2 + y2).

(a) Bepaal met behulp van de vier stappen methode de extreme waarden vanf en de
(x, y)-waarden waarin zij worden aangenomen.

(b) Pas het SDA algorithme toe met gain sequenceak = a/k + 1 voor a = 2 en
begin waardez0 = (x0, y0) = (1, 1). Berekenz1, z2.

Opgave 3De functief is gedefinieerd door

f(x, y) = ex ln(1 + y).

(a) Bepaal de gradiënt en de Hessiaan vanf . Voor welke waarden van(x, y) is de
functie differentieerbaar?

(b) De stelling van Taylor geeft aan dat

f(x, y) ≈ f(0, 0) + Df(0, 0)(x, y)> +
1
2
(x, y)Hf(0, 0)(x, y)>.

Wat zijn de voorwaarden om de stelling van Taylor toe te kunnen passen? Bepaal
de benadering voor de gegeven functie.

Opgave 4De functief op IR2 is gedefinieerd door

f(x, y) = (x + y)2 − 2xy.

Bepaal de minimale waarde vanf
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Figure 1: Gradïentveld vanf(x, y) = y2 + xy

(a) onder de nevenvoorwaarde

x2 + xy + y2 − 3 = 0 ,

(b) onder de nevenvoorwaarde

x2 + xy + y2 − 3 ≤ 0 .
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Opgave 5De functief op IR2 is gedefinieerd door

f(x, y) = (1 + y)3x2 + y2.

Laat zien dat(0, 0) het unieke stationair punt vanf is en dat(0, 0) een locaal minimum
is. Heeftf een globaal minimum?
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