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1 Basisbegrippen
1.1 Het Limietbegrijp

Definitie 1 Zij a € IR ene > 0. De verzameling/.(a) = {x € IR : |z —a| < e} =
(a — €, a + ) wordt des-omgeving vam genoemd.

Zij V C IR. En getala € V wordt een inwendig punt vaii genoemd als er een
¢ > 0 bestaat @, datU. C V. Een getakh € V dat geen inwendig punt is wordt
randpunt genoemd.

Definitie 2 (Limiet) Zij {z(n) : n € IN} eenrijinIR anda een réel getal. Het getal
a wordt de limiet van de rifz(n) : n : IN} genoemd als er voor ieder> 0 een getal
N, € IN bestaat b, dat voor ieder natuurlijk getat > N, geldt

|z(n) —a| <e.

Wij noteren dit als
nh_}rr;o z(n) =a
ofz(n) — aalsn — cc.
Een rij, die een limiet heeft, wordt een convergente rij genoemd. Een rij, die geen
limiet heeft, wordt een divergente rij genoemd.
De rij {z(n) : n € IN} divergeert naar (plus) oneindig als voor iedere= IR een
getal N, € IN bestaat b, dat voor ieder natuurlijk getat > N,, geldt

z(n) > u.

Wij noteren dit als
lim z(n) = oo

n—oo

of z(n) — co alsn — oco.

Schrijfwijzen voor rijen:{z(n) : n € IN}, {z(n)}, {z, : n € N}, {x,},
(@(n))aZis -

Voorbeeld 1 Wij tonen aan dat de limiet van de {j+"} gelijk aan1 is.
Er geldt:

‘1+n

1 1
n n n

1
n

De fractie 1/n wordt klein voorn groot. Zije > 0. NeemN, = % en vervolgens
n > N. = 1 dan volgt




Voorbeeld 2 [Optional, identiek met Opgave 1, Practicum week 1{Voorbeeld, p
71 K&N)

Met de definitie van limiet tonen we aan dat,,_. . % = 1. Zij e > 0. Neem

N, = % Zij vervolgens: > N.. Er geldt achtereenvolgens:
2n? +3n +4 3n+1 3n+n 2 2
- — 1| = < = — < 5 = €.
2n2 + 3 2n2 + 3 2n2 n o 2

Hiermee hebben we bewezen Hat,, ., .. %ﬂﬁj‘* = 1.Klad: Hoe kom je aamlV, =
2 2 We hebben al gezien dat

2n? +3n+4 2
_— 1< —.
2n2 +3 n
Dus alsZ < ¢, danis
n2+3n+4 1l <
T TonT s c
2n2 +3 ’
oftewel alsn > 2, dan is
n2+3n+4 1l <
—_— — €.
2n2 +3

Het probleem is dus opgelost als we nemé&n= %

Rekenregels voor limieten: Alsc,,} convergeert naat en {y,, } convergeert nad,
dan

(i) convergeert de somrijz,, + y,,} naara + b
(i) convergeert de produktrijz,,y,, } naara b

(iii) convergeert de quatntrij {£=} naarg (b # 0)

Yn

Opmerking: dit geldt ook voor divergente rijen.

Voorbeeld 3 Wij tonen aan dat de limiet van de i = {2142~} gelijk aan4 is.
Wij gebruiken daarbij de eigenschap dat voor iedere IR met|a| < 1 de rij {a™}
convergeert naaf. Als we de teller en noemer van dé-term delen dooB™, dan is

dende-term te herschrijven als

2" 443" (3)"+4
AT T @)

De rij R laat zich ten behoeve van het convergentie-onderzoek als volgt ontleden:
(stap 1) lim, .o (2)" =0 enlim, . ()" =0

(stap 2) volgens de rekenregels voor de somrij géldtfn_m((%)” +4)=0+4=4
enlim, (1 + (3)")=1+0=1



(stap 3) volgens de quétitenregel convergeert de i naar% =4

Voorbeeld 4 [Optional] (Voorbeeld, p80 K&N) Wij onderzoeken de convergentie van
derij R = {v/n? + n—n} enwillen, in het geval van convergentie, weten wat de limiet

is van de rij. [Om enigszins een idee te krijgen van het gedrag van de rij rekenen wij
eerst een aantal termen uit. Het lijkt er inderdaad op dat er rij een ‘plafond’ bereikt.]
Om de limiet daadwerkelijk te berekenen passen we de zogenaamde worteltruc toe. Als
wet, = vn?+n — n vermenigvuldigeren tegelijkertijd delen doox/n? +n + n

dan komt in de teller een zogenaamd merkwaardig product te staan van déverm

b)(a + b) dat gelijk is aana? + b2. Laten we eens kijken wat we daarmee opschieten:

/2 2 2
tn:(\/mfn) n“+n-+n n“+n-—n

n
V2 tn+n Vi2+n4+n Vn2+n+n
Delen we tot slot teller en noemer doekrijgen we

1

th = ———.
1+ +1

De rij (t,)22, laat zich aan de hand van de laatste uitdrukking vepten behoeve

van het convergentieonderzoek als volgt ‘ontleden’: de Trij+ %) convergeert met

limiet 1, de rij,/1 + 1 convergeert met limie¢/1 = 1 (oefening), de rij,/1 + + + 1

convergeert met limiel, ent,, convergeert met Iimie%.

Voorbeeld 5 [Optional] (Voorbeeld, p107 K&N) We tonen aan dat de fungtiep
[0,00) \ {1} =: Dy, gedefinieerd doof (z) = \3/““‘5131 de limiet6 in 1 heeft.
Er geldt

3xr—3
Ve —1

_6‘ _ PBe-Dyetl 6’

Vi—1\z+1
_ ‘S(xl)(ﬁﬂ)

z—1
= [B(Vz+1) -6
= BVz-1)
5 z—1 ’
NCEE
3|z —1].

6‘

IN

Als |z — 1| < ¢ dan geldt3|z — 1] < 3J. Dus voore > 0 volgt voor allex met
|z — 1] < § =: 6. dat

3r—3 6l <
— €.
Ve —1
Hiermee hebben we bewezen Hat,_.; j@j = 6.
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Cauchy rij: Een{z(n) : n € IN} in IR noemen wij eerCauchy rijals er voor ieder
¢ > 0 een getalV, € IN bestaat @, dat voor alle natuurlijke getallen,n > N, geldt

|z(n) — z(m)| < e.

Eenrij{z(n) : n € IN} is een Cauchy rij dan en slechts dan als de rij convergent is.
N.B.: Opbouw van de kxle getallen. Een getale€ IR is de verzameling van alle
Cauchy rijen uit de rationele getallen die dezelfde limidtezitten.

1.2 Continuiteit

Een functief van een verzameling naar de verzameling is een voorschrift dat aan
ieder element: van A precieséén elementf(x) van B toevoegt. De verzameling
wordt het definitiegebied of domein vgngenoemd en wordt ook aangegeven Mgt
We noteren de functi¢ van A naarB als

f:tA—B of f:Dy— B.

We noemery (x) het beeld varr onderf. De verzameling van alle beelden wordt aan
waardenverzameling of het bereik viop A genoemd en aangeduid mef (van het
Engelse ‘Range’) of (A).

Definitie 3 Zij f een functie op een intervdlenc € I. De functief wordt continu in Def. 1.5, p. 18
c genoemd als er voor ieder> 0 eend > 0 bestaat b, dat

Veel: |r—c<d = |f(z)— flo)]<e.
De functie wordt continu genoemd gicontinu is in ieder punt vai.

Een functief op een interval is dan en slechts dan continudrals voor ieder rij
{z,} in I, waarvoorim,, . x, = ¢, geldtlim,, . f(z,) = f(c).

Voorbeeld 6 We tonen aan dat de functfeop IR, gedefinieerd door
z2+1 alsr<?2

fz) =
x+4 alsz > 2

niet continu is in2. Beschouw de rifz,, = 2 + %}. Dan geldtz,, > 2 voor iedere
n € IN enlim,,_,», ,, = 2. Voor de beeldrij geld§ (z,,) = 6 + % voor iederen € IN
duslim,, ., f(z,) = 6. Als f continu was ir2 dan zou volgens het rijencriterium de
beeldrij { f(z,)} limiet f(2) = 5 moeten hebben. Dit is niet het geval diiss niet
continu in 2.

Voorbeeld 7 [Optional] (Voorbeeld p118 in K&N)

e De functief op R, gedefinieerd dooy (z) = 3, is continu in2 omdatf(2) =
23 = lim, o 23,



e De functief op [0, o) gedefinieerd door

f(z) \3/“%__?1 alsx #1
6 alsx =1

is continu in 1. Immersf(1) = 6 = lim,_.; % zie voorbeeld 5.

Een verzameling” c IR wordt een open verzameling genoemd, als ieder punt
van V' een inwendig punt vaiv is. Een verzameling’ C IR wordt een gesloten
verzameling genoemd, als het complement Vaopen is. Een verzameling C IR
wordt begrensd genoemd, als er een> 0 bestaat @, dat voor iedere: € V' geldt
|z] < m. Een deelverzamelinyy vanIR wordt compact genoemd, &5 begrenscen
gesloten is. Voorbeelden: intervallgn ], a < b ena, b € IR, zijn compact(a,b] en
IR zijn niet compact.

Theorem 1 (stelling van Weierstrass) ledere continue fungtiep een compact inter- Th. 1.6, p. 18

val I heeft een minimum en een maximum. en 544+545 uit
B&V

Bewijs: Zij f een continue functie op een compact interak [a,b]. Dan is f be- yolgt Deriva-

grensd. Wij kunnen dus zinvol spreken over tion 2, p545 uit
B&V

inf f(I) =inf{f(z):z €1}

en
sup f(I) = sup{f(z) : z € I}.

We moeten laten zien dat erc I bestaat @, datf(c) = inf f(I) en eend € I zb, dat

f(d) = sup f(I). We tonen alleen het bestaan van het maximum aan. Uit de bewering
u = sup f(I) volgt dat voor iedee > 0 eenz € I bestaat @ datu — e < f(x).

Bij achtereenvolgens = 1,1/2,1/3,... bestaan dus puntem, x5, x3,... met de
eigenscham < z, < benu —% < f(xzn) < wvoor iedern € IN. De beeldrij
{f(z,)} convergeert dus naar Omdata < z,, < b voor iederen € IN heeft de rij
{x,} een convergente deelrijnet limietd € [a, b]. Omdatf continu is ind convergeert
de beeldrij naay (d). O

N.B. Voor een rij{z,, } is delimiet superiorgedefinieerd als
]\;im sup{z, : n > N}
en delimiet inferior gedefinieerd als
lim inf{z,:n > N}
Jim in {z, :n>N}

De liminf en limsup bestaan altijd. De rij is convergent dan en slechts dan als
liminf x,, = limsup z,,.



1.3 De Afgeleide

Definitie 4 Zij f een functie op een intervdlC IR enc € I. We noemen de functfe Def. 1.9, p. 29
differentieerbaar irc als lim,,_, . W bestaat. In dat geval wordt de waarde vanit B & V
de limiet de afgeleide vafiin ¢ genoemd en geschreven gl$c).
De functie f wordt differentieerbaar genoemd afsdifferentieerbaar is in ieder
punt vanl. In dat geval wordt de functie, die aan ieder pun€ I de afgeleide varf
toevoegt, de afgeleide functie virgenoemd en genoteerd nyét
Andere notaties voor de afgeleide vAin ¢ zijn %(c), Df(c), < foee.

' dx lz=c

Voorbeeld 8 We tonen aan dat de functjeop (0, o), gedefinieerd doof (= %

differentieerbaar is en dat de afgeleigé op (0,c0) gegeven wordt dooyf’(x) =

2;&5. Zij ¢ > 0. Er geldt voorA # 0 ( metc + Az > 0) dat

1

VTR 1 (ﬁ—WMx)

AI’ E \/E\/C-i-A

_ 1( c—(c+ Ax) )
Az \ \/eve+ A(ye+ e+ A)
1
NI NANEN)

zodatf'(c) = 2;&. Aangezien dit geldt voor iedete> 0 is de functief differentieer-

baar en wordt de afgeleide functj# op (0, oo) gegeven doof’ (z) =

_—1_

Voorbeeld 9 (Voorbeeld p138 K&N en Voorbeeld 1.2.2 p. 8 in B&V)
De (absolute-waarde) functi¢ op R, gedefinieerd dooyf (z) = |z|, is continu in 0.
Laat zien dat

X
f/(x) =75 ¥ 7é 0.
||
Voor z = 0 moten we de limiet
lim H
A—=0 A
onderzoeken. Er geldt
Al R PAY
oy =17t =lm

Dus de limiet bestaat niet.

Rekenregels voor differentieerbare functies: Voor funcfiesn g op een interval geldt, Sect. B.2
als f eng differentieerbaar i € I zijn: p. 523-525

_ uitB & V
(i) (somregel)(f +g)'(c) = f'(c) +¢'(c)
(ii) (productregel)(fg)'(c) = f'(c)g(c) + f(c)g'(c)

1Bolzano-Weierstrass, ieder begrensde rijtrheeft tenminstéén convergente deelrij.




(i) (quotiéntenregel)

(f) (c) = f'()g(c) — fle)g'(e)
g (9(c))?
(iv) (kettingregel) Zijg nu een functie op een intervdlzo, datg(J) C I enc € J.

Als g differentieerbaar im is enf in g(c), dan is de samengestelde functie g
differentieerbaar i en

(fog)(c)=f"(g(c) - g'(c).

Voorbeeld 10 (Voorbeeld 1.2.1 p. 8 in B&V) (Alternatief practicum) We tonen aan dat
voor iederen > 1 de functief(z) = 2™ op IR differentieerbaar is en daf’(z) =
nz™ 1. We maken gebruik van het principe van volledige inductie. De bewering ‘de
functie f op IR, gedefinieerd dooy (z) = 2", is differentieerbaar erf’(z) = na"~!

voor iederz € IR’ hnoemen WijP(n).

stap1 (P(1) is waar) De functief(xz) = « is differentieerbaar odR en f'(z) = 1
(L= — 1 voor iederh).

stap 2 (voor ieder € IN geldt P(n) = P(n + 1)) Zij n € IN. Neem aan daf’(z) =
nz™~! voor iederz € IR. De functieg op IR gedefinieerd doog(x) = z" " is
te schrijven als het product van de functi®p IR, gedefinieerd dooh(z) = «
en f. Volgens de productregel voor het differémén isg, als product van twee
differentieerbare functies en f, differentieerbaar en geldt voor iederec IR

g (x) = W(2) f(x) + h(@) f'(x) = 2" + zna""" = (n+ D)a™.
Daarmee is aangetoond dat de bewerifitpn + 1) waar is.

Drie visies op de afgeleide:
o de fysieke interpretatie,
e de geometrische interpretatie, en
e de analytische (approximatieve) interpretatie.

Alleen de analytische interpretatie kan uitgebreid worden naar functies van meerdere
variabelen.
Zij r een functie odR. Wij schrijvenr(h) = o(h) als geldt

o I

= 0.
h—0 |h]

Voorbeeldr(h) = h2. Interpretatie: doot klein te kiezen wordt-(h) willekeurig
klein.



Definitie 5 Zij f een functie op een intervdlC TR enc € I. We noemen de functfe Def. 1.1 p. 7 uit
differentieerbaar irc als B&vV

fle+h)— f(c) =ah+r(h)

voorr(h) = o(h) ena € IR. In dat geval wordt: de afgeleide varf in ¢ genoemd en
geschreven alg’(c).
Alternatief kunnen wij schrijven

fle+h) = f(c)+ah+r(h),

fle+h) = f(e)+ah+o(h)

of
|f(c+h)— f(c)—ah| —0 als h—0.

Theorem 2 (de stelling van Taylor) Zijf een tweemaal differentieerbare functie ogie ook Voor-
een open interval C IR enc € [I. Er geldt: voor iederer € I, x # ¢, bestaat er een beeld 1.6.39 p.
punté, tussernc enx zo, dat 83uitB&V

£(2) = 10) + 1O — ) + 3 (€)w — o

De functief(c) + f’(c)(x — c) wordt het eerste order Taylor polynoom vgnin c
genoemd.

Bewijs: De restr op I, gedefinieerd door

r(z) = f(z) = (f(c) = f'(0)(z — ),

is tweemaal differentieerbaar. Bovendien-{g) = r'(c¢) = 0 enr”(z) = f”(x) voor
iederer € I. We zullen nu aantonen dat er voor iedere I \ {c} een punt, bestaat
tusserc enx z0, dat

r(z) = 7'”(25“7) (z — c)2.

Definieer de helpfunctié opIR doorh(x) = (z — ¢)?. Zij x € I \ {c}. Neem aan dat
x > c. (Het bewijs alse < ¢ gaat analoog.) Volgens de Cauchy middelwaardesté|ling
toegepast op de resten de functieh, beperkt tot het intervalk, |, bestaat er een

&1 € (¢, x) zodat
@) 1) =) _ (&)
h(z) — h(z) =h(c)  W(&)

Passen we nogmaals de Cauchy middelwaardestelling toe, maar nu op de ftiresties
R’ beperkt tot het intervdk, £;], dan vinden we eey € (¢, &) met

(&) _ r(an) — (o) _ (&)
W(E) W)~ W(e)  Wi(g)

2stelling van Rolle— Cauchy middelwaardestelling

1)

(2)




Omdath” (&) = 2, is

(@) o rE) @ (&)
h(z) W (&) W' (&)’
dus 1 1"
r(z) = r\r2) (sz)h(x) —Ts2) (252) (x —c)?.

Voor &, = & hebben we de stelling aangetoond.
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2 Practicum Week 1

Opgave 1 (Moorbeeld, p 71 K&N) Toon aan dat

2n? +3n +4
m ——- = 1
n—oo  2n2+3

Opgave 2 (Moorbeeld, p80 K&N) Onderzoek de convergentie van de rij
{\/ nZ+n— n} .

(Veronderstel dat/x continu is.)

Opgave 3 (Voorbeeld, p107 K&N) Toon aan dat de funcfi®p [0, co) ~ {1}, gedefinieerd

door f(x) = \%‘_31 de limiet6 in 1 heeft.

Opgave 4 (Moorbeeld, p118 K&N) Toon aan dat de functfeop IR, gedefinieerd door
f(x) = 23, continu is. (Hint: toepassing van de rekenregels voor limieten.)

Opgave 6 Laat zien dat de limigim,_. sin (1) niet bestaat en de limiéin, .o z sin (1)
wel.

Opgave 7 (Repititorium [B], p191) Laat zien dat

fla) = {xsin (1) alsz#0

0 alsr =0

niet differentieerbaar in.

Opgave 8 (Stelling van Rolle) Zijf een continue functie op het intenval, b], die differ-
entieerbaar is ofa, b). Toon aan dat geldt: alg(a) = f(b), dan bestaat er
tenminste?én (tussen)-purg € (a,b) z0, datf’(£) = 0.

Opgave 9 (Middelwaardstelling) Zijf een continue functie op het interjal b], die differ-
entieerbaar is ofu, b). Toon aan dat geldt: er bestaat tenmiréste (tussen)-punt
¢ € (a,b) z0, dat

Opgave 10 (Cauchy middelwaardstelling) Zijfi eng continue functies op het intervil, b],
die differentieerbaar zijn ofu, b) en waarvoog(z) # 0 voor iederer € (a,b).
Toon aan dat geldt: er bestaat tenmirééte (tussen)-purg € (a, b) z0, dat

f0) = fla) _ f'()

g(b) = (a) ¢

Opgave 11 (Supremum/Infimum) Geef een definitie van het begrip supremum (infimumkie ook p. 520
in Sect. B.1 uit
B&V
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3 Optimalisering over R

3.1 Fermat’s theorema voor een variable

Probleem (P, 1) Zij f een functie opR: Def. 1.2 p. 14

uitB &V
f(z) — extr.

noemen wij een optimaliseringsprobleem zonder restricties.

Definitie 6 Zij f een functie op een intervdl C IR enc € I. Wij noemen de func- Def. 1.3 p. 14
tiewaardef(c) een lokaal minimum vayfi als een vooe > 0 geldt f(z) > f(c) voor uitB &V
iederz € (¢ —e,c+ ¢) N I. Het punte wordt een minimumlokatie vahigenoemd en
f(c) de waarde var.

Wij noemen de functiewaardéc) een lokaal maximum vafials een vooe > 0
geldt f(z) < f(c) voor iederz € (c — ¢,c+ ¢) N I. Het puntc wordt een maximum-
lokatie vanf genoemd erf(c) de waarde van.

Wij noemen een minimum (maximum) globaal als voor ieder I geldt f(x) >

f(e) (f(z) < f(e))-

Zij f een differentieerbare functie op een interyat IR. Een puntc € I heet
stationair punt alg’(c) = 0.

Theorem 3 (Theorem 1.4 p. 15 uit B&V) Zij problee(® 1)) gegeven en zif differ-
entieerbaar irc. Alsc een lokaal extremum is, dan gelfi{c¢) = 0. [leder extremum is
een stationair punt.]

Bewijs: Neem aan dat een inwendig punt is val; en datf differentieerbaar is in
c. Neem bovendien aan dffc) een lokaal maximum is vafi. Dan bestaat een> 0
z0, dat voor iedere: € U, (c) geldt f(z) < f(c), oftewel f(z) — f(c) < 0. Omdat
f differentieerbaar is i, is lim,_, w = f’(c¢). Er geldt dus voor iedere rij
{z,,} in Dy, waarvoorz,, # cvoorn € IN enlim,,_,o, , = ¢, dat

f(xn) - f(c)

n— 00 Iy —C

/
= f'(c).
Neem een rij waarvoar — ¢ < x,, < cVvoor iederen € IN enlim,, . 2, = ¢. Danis

f(xn) — f(o)

T, —C

>0

voor iederen € IN, en dusf’(¢) > 0. Neem vervolgens een rij waarvoor< z,, <
€ + cvoor iederen € IN enlim,, .o, x,, = ¢. Dan is

fxn) — f(o)

T, —C

<0

voor iederen € IN, en dusf’(c) < 0. Samenvattend geldt dyé(c) = 0. Als f(c) een
minimum is verloopt het bewijs analoog.
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Voorbeeld 1.3.1 p. 17 uit B&V.f(z) =  + 52! — min).

Voorbeeld 1.3.2 p. 17 uit B&Vf’(¢) = 0 is niet toereikend voor global extrema (alleen
noodzakelijk).

Theorem 4 (tweede orde voorwaarde voor extremum) Zigen tweemaal differen-
tieerbare functie op een intervdlenc een inwendig punt vai z0, dat f’(c) = 0 en
f" continu is inc. Er geldt:

a) alsf”(c) > 0, dan isf(c) een lokaal minimum vaff

b) alsf”(c) < 0, danisf(c) een lokaal maximum vafi

Bewijs: Deel a). Neem aan ddt’(c) > 0. Omdatf” continu is inc, bestaat er eest
omgeving var, U, (c), zb, datf”(c) > 0 voor iederer € U.(c). Zij z € U.(c) ~ {c}.
Volgens de stelling van Taylor bestaat erbigen punt, tusserc enz z0, dat

f"(&) [ (&)
2 2

fl@)=fle)+ flo)x—co) + (z—c)* = flc) + (x —c)
omdatf’(c) = 0. Omdatz € U.(c), behoort het tussenpuéf ook totU.(c) en is dus

f"(&2) > 0. Omdat(z — ¢)? > 0, is dus

£y = 50+ T - 02 > (0 10 = 10
en f(c) is een lokaal minimum.
Deel b). Neenaan dgt(c) = 0enf”(c) < 0. Danis(—f)'(c) = 0en(—f)"(c) >
0. Volgens onderdeel (a) is- f)(c) dan een lokaal minimum van f, zodatf(c) een
lokaal maximum is varf.
]

Wat betekend het alg”(x) = 0? In dit geval kan het punt een maximumlokatie,
een minimumlokatie of een buigpunt zijn. Een buigpéing een lokaal extremum van
/' (z), dat wil zeggeng is een buigpunt wannegt’(z) = 0 en /(&) # 0 is. In het
geval f"”’(&) = 0, moet de functie verder onderzoekt worden. Het is niet mogelijk om
een gesloten algoritme aan te geven voor het bepalen van de aard van een stationair
punt. Bijvoorbeeld heeft de functie

B e 37 x#0
O

0 als stationair punt err. Alle afgeleiden zijn echter big: null, () (0) = 0,

T
n>1.

IV

Test via de Nde afgeleide:Zij f N keer differentieerbaar in een puniz6 dat
f™(c) =0voorl <n < NenfN(c)+£0.Voor N even (dus\ € {2n : n € N})
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geldt: ¢ is een lokaal minimum alg™)(¢) > 0, enc is een lokaal maximum als
f™)(c) < 0. Voor N oneven (V € {2n + 1 : n € N}) is ¢ een buigpunt.

Voorbeeld 1.3.1 nog een keer via tweede orde voorwaarden.

Vinden van het globaal minimum: via tweede orde voorwaarden alle (lokale) min-
ima berekenen en door vergelijking van de waarden van de minima het globale mini-
mum identificeren.

3.2 De vier stappen methode

Eenvoudiger (en numeriek effégiter) is het eerst aan te tonen dat er een globaal mini-
mum bestaat en dan de waarden van de stationaire punten te checken.

Een functie opIR heet coercive (‘dwingend’) (voor minimalisering) als
hm|:1:\~>oo f(.%‘) = +00.

Corollary 1 (Corollary 1.7 p. 19 uit B&V) Zijf een ‘coercive’ en continue functie op
IR, dan heeftf een globaal minimum.

De vier stappen methode:
1. wiskundig model voor het probleem
2. bepaal de noodzakelijke voorwaarden voor een extrema
3. los de vergelijkingen op
4. conclusie

Voorbeeld 1.3.4 p. 20 (voorbeeld 1.3.1 voortgezet) uit B&V p.Z9z{ = z+5z~1 —
min).

Voorbeeld 1.3.7 p. 24 uit B&V(z) = az? + 2bx + ¢ — min).

Corollary 1.8 + voorbeeld 1.3.6 p. 23 uit B&V «( = cosz) beschrijft globaal
minimum.)

Remark p. 31 uit B&V Dptional]
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4 Practicum Week 2

Opgave 1 (Remark p. 31 uit B&V) Laat zien dat voar > 0 de oplossing voor
51’11‘2 — max, r1 + T2 =a, x1,r9 >0

gegeven is doat; = 5 = a/2.

Opgave 2 (Exercise 1.6.2 uit B&V)

Opgave 3 (Exercise 1.6.3 uit B&V)
flx)=va2—a*—-extr,-1<z<1
Opgave 4 (Exercise 1.6.4 uit B&V)
f(z) = Va2 +1— %x — min
Opgave 5 (Exercise 1.6.5 uit B&V)
flz) =e""2 s extrzy +22 =1

Opgave 6 (Exercise 1.6.15 uit B&V)

f(n) =%/n —extr,neN
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5 Fermat’s theorema voor meerdere variabele)

5.1 Den dimensionale ruimte

Definitie 7 Zij © € IR". De (euclidische) norm van, notatie|z|, is gedefinieerd door

o[ = /2T + - + 23,

Voor het product van een getransponeerde vectdR(litmet een vector uilR" is

geldt:
ITy = Z LiyYi-
1=1

(Dit product heet "dot” producty e y, in R. Adams.) Verder is de lengte van de vector
x gegeven doofz| = vz Tz.

Geometrische interpretatie: gegevenz,y € IR™ en zij de hoek tussem eny
gelijk aand, dan geldt Th. 1 in Sec.
'y =|z||y| cos(¥) 10.2, p. 549,

.. dams
Wij noemen vectoren, y € IR orthogonaal als: "y = 0. A

Er geldt:|z + y|? = |z|?> + 22 Ty + |y|2. Dit ziet men b:

wtyl® = D (wi+w)
= D (@l +2wi+yi+yl)
= Y al+2> myi+ Yy
= Ja[*+ 2Ty + |yl
Theorem 2.1 p. 89 uit het B. & T. (Cauchy-Bunyakovskii-Schwartz ongelijkheid en
driehoeksongelijkheid)

Uitwerking:
(1) z'y<|zTyl < |z[ |yl

De linker ongelijkheid is triviaal omdat "y € R is. Zij z # 0 (z = 0 triviaal).
Beschouw het probleem
f(a) =|az 4+ y/*> — min.

Er geldt
fla) = |az +y* = o®z|* + a2z Ty + |y

en f is coercief voor minimaliseeringim f|,|—oo f(a) = co.
f'(@) =20z + 22Ty

I’Ty
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De waarde van het minimum is

T T,)\2 T
'y (x y) 2 Ty T 2
r(-5E) - o2 22 YaTy 1 )

]2 EE ]2

_ (xTy)Q _2($Ty)2 _|_| |2

T EE

_ 2Pyl - (2 Ty)?

]2

Omdatf(«) > 0 volgt

2Plyl? — (= Ty)?
|| -
oftewel
z*|y* > (xTy)*
worteltrekken
x| [y| > [« "yl

Let opz "y kan negatieve waarden aannemen.
Bewijs van onderdeel (2): Met onderdeel (1) volgt

z+yl? = |2 +2 Ty + |y
<zl + 20| y] + |yl (gebruik hier (1)
= (la|+yD*.

Definitie 8 Zij a € IR" ene > 0. De verzamelind/,, (a, ¢),
Up(a,e) ={z €eR": |z —a| <e}

wordt dec-omgeving vam in IR"™ genoemd of de open balIR™ oma met radiuse.
Zijr : IR™ — IR. Wij schrijvenr(h) = o(h) als geldt

)

|h|—0 |h|

=0.

Een verzameling” c IR™ wordt een open verzameling genoemd, als ieder punt
vanV een inwendig punt vai is. Een verzameling’ C IR"™ wordt een gesloten
verzameling genoemd, als het complement Vaapen is. Een verzameling c IR"
wordt begrensd genoemd, als er een> 0 bestaat @, dat voor iedere: € V geldt
|z| < m. Een deelverzameling vanIR"™ wordt compact genoemd, dli5begrensdn
geslotenis.

Definitie 9 Een symmetrische x n matrix A heet

positief definiet 3 als voor iederz € IR™, z # 0, geldt:z " Az > 0

3Een positief definiete matrid is richtingsbehoudend:” Az > 0 < |z||Az|cos(n) > 0, metn de
hoek tussem en Az; omdatcos(n) > 0 volgt datn € (—=/2,7/2).
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positief semi-definiet als voor iederz € IR™, 2 # 0, geldt:z " Az > 0
negatief definiet als voor iederz € IR", z # 0, geldt: 2" Az < 0
negatief semi-definietals voor iederr € IR™, z # 0, geldt: 2T Az < 0

indefiniet als er eenr; € IR", bestaat waarvoor:| Az; > 0 en eenzy € IR”
waarvoorzy Azy < 0

Voorbeeld 11 De symmetrische matrix

31 1
A= 1 2 1
1 1 2
is positief definiet. Immers,
;0155

> agjx;
Z‘TA.’L‘:(J,‘l,...,.ﬁn) ]:J ’

= Z xlaljxj—l—z T2 T+ - +Z TpOnjTj
: J J J
> Anj;
en de kwadratische functie
T o 2 2 2
x Az = 3x] + 225 + 225 + 22122 + 2x0x3 + 22173
is door afsplitsen van de kwadraten te schrijven als
2 2 2 . )2
]+ (xl +LE2) + (xl +5Lg) + (.’LQ +13) .

De som van kwadraten is 0 tenzijx; = x1 + x2 = x1 + 23 = 0 oftewelr = 0.

5.2 Afgeleiden

Definitie 10 Zij f een functie op een open b}, (¢, ). We noemen de functjedif-
ferentieerbaar irc als er een rijvectorf’(c) bestaat o, dat

fle+h)=flc)+ f'(c) - h+r(h)

voorr(h) = o(h) enc+ h € Uy,(c, ). In dat geval wordiz de afgeleide varf in ¢
genoemd en geschreven dlgc) of D f(c).

Voorbeeld 2.2.1 p. 93 uit B&V(x) = 22 + z3).

Definitie 11 (eerste afgeleide) Zjf : U, (c,e) — IR. Als de snedefunctigvan f in ¢
met betrekking tot dé-de variablex;,, gedefinieerd door

g(xk) = f(C1, ooy Ch—1, Ty Clt1y e - - ,Cn)

18



differentieerbaar is inc;, dan wordt de functief partieel differentieerbaar naar de
k-de variable inc genoemd. De afgeleidg(c;) wordt de partiéle afgeleide vary
naar dek-de variable inc genoemd en genoteerd a?gm%) Wij noemenf partieel

differentieerbaar irc als aafT(:), 1 < k < n, bestaan:

o= (U9 20

Oxy 7 Oxp

De rijvector f'(c) wordt gradiént genoenfd Wij noemenyf partieel differentieerbaar
als f partieel differentieerbaar in ieder punt vdn, (c, ).

Een functie, die differentieerbaar is in een punt, is continu in dat punt. (Dit volgt

uit f(c+h) — f(c) = f'(c) - h+r(h).)
Voorbeeld 12 De functief op IR?, gedefinieerd door

e als(z,y) £ (0,0)
f(x,y) = {0 ’ als (z,y) = (0,0)

is in (0, 0) niet continu en dus ook niet differentieerbaar. De fungtiis wel partieel
differentieerbaar in(0, 0). De snedefunctie vafiin (0, 0) wordt gegeven door

0 alsz#0
0 alsz=0.

g(x) = f(x,0) = {

Dus §£(0,0) = 0. Op analoge wijze vind je 4} (0,0) = 0. Dus '(0,0) = (0,0).

Theorem 5 Zij f : Dy C IR" — IR enc een inwendig punt va®,. Er geldt: als

f partieel differentieerbaar is op een omgevitigvan c en de partéle afgeleiden zijn
continu zijn ine, dan isf differentieerbaar irc enisf’(c) is gelijk aan de gradint van

finec.

(Zonder bewijs)

Definitie 12 (tweede afgeleide) Zjf : U, (c,e) — IR een rééelwaardige functie, die
tweemaal continu differentieerbaar is op een omgevingwvan U,,(c,¢). Den x n
matrix H f (x),

2 (2 w) &gailf(x); SR Eailﬂx);

2 (Zw) & (L@

a%(ai;nf(x)) a%(ai;nf(x)) SR (ai.’nf(m))

4Als f : Un(c,e) — IR™ dan wordt de matrix/ met.J;; = 0f;/9z; de matrix van Jacobi of de
Jacobiaan vaif genoemd.
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of te wel

(#@)s = g (@)

wordt de matrix van Hesse of de Hessiaan yan x genoemd.

Onder de voorwaarden in opgave 7 ge@ﬁ%(w) =0 (%(x)).
N.B: '

H(x) = ((f ’(x>)T (52 ’(a:))T... (5 ’(x))T).

Voorbeeld 13 Voor een symmetrische x n matrix A definéren we de kwadratische
functie f op IR™ door f(z) = =" Az. We tonen aan datf (z) = 2A voor iedere
x € IR"™. Er geldt

0 0
%f(m) = o (Z;xz zj:aijxj) = zj:akjl‘j + Zijl’iaik
= szajk + inaik Asym
J i
= QZE:Q%aik

= 22" A.
Dus,
fl(z)=Df(x) = 2rTA=2 <z T;a41, inaig, ce, inam> ,
i=1 i=1 i=1
zodat
ailx a2 - Gln
ag1 G2 -+ G2n T
Hf(z)=2 =2A(=24").
an1 An2 e Anpn

voor iederer € IR".

5.3 Fermat’s theorema voor meerdere variabelen
Probleem (P.1) Zij f een functie ogR"™:

f(z) — extr.

noemen wij eem-dimensionaal operationaliseringsprobleem zonder restricties.

20
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Definitie 13 Zij f een functie, die partieel differentieerbaar is in een inwendig punt
Wij noemerc een stationair punt vaif als

Df(c)=0".

Theorem 6 (Theorem 2.5 p. 97 uit B &V) Zif een réelwaardige functie ea € Dy
z6 dat f(c) een lokaal extremum is vaf Er geldt: alsc een inwendig punt is vab
en f differentieerbaar inc, dan isc een stationair punt vairf.

Bewijs: Neem aan dat een inwendig punt va s is en datf differentieerbaar is in
¢ € Dy. Neen een vector € IR met|u| = 1 (een richtingsvector dus) en beschouw
de functieF' op een open intervdl = (-4, ), gedefinieerd door

F(t) = f(c+ tu).

Omdatf(c) een lokaal extremum is vafy is F(0)(= f(c)) een lokaal extremum van
F. OmdatF differentieerbaar is ifh met F'(0) = D f(c)u en0 een inwendig punt is
van I, geldt volgensF”’(0) = 0 oftewel D f(c)u = 0 (dit is Fermat's theorema voor
een variabele). De richtingsvectoris willekeurig genomen, zodd? f (¢)u = 0 voor
iedereu. Neem achtereenvolgens=¢;, i = 1,...,n, dan geldt

0
(“)xi

fle)=0,1<i<mn,

oftewel Df(c) =07.0
Voorbeeld 2.3.1 uit B&V p. 99.

Voorbeeld 2.3.2 uit B&V p. 99.Qptional]

Theorem 7 (de stelling van Taylor) Zijf een tweemaal continu differentieerbare,
reélwaardige functie met een open convex definitiegebled” IR™ enc € Dy. Er
geldt: voor ieder punt: € Dy, x # ¢, bestaat er een purt, tusserc enz z0, dat

F(2) = f() + D@ — ) + 3 & — ) HI(E)(w ).
(Zonder bewijs.)

Theorem 8 (tweede orde voorwaarde voor extremum) Zgen ré&elwaardige functie
die tweemaal continu differentieerbaar is op een omgeving van een stationait: punt
van f (cis inwendig punt). Er geldt:

a) alsH f(c) positief definiet is, dan ig(c) een lokaal minimum vajf
b) als H f(c) negatief definiet is, dan i8(c) een lokaal maximum vaf

c) alsH f(c) indefiniet is, dan ig een zadelpunt vafi.
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Bewijs: We volstaan met het geven van een schets van het bewijs van deel a ). Neem
aan datH f(c) positief definiet is. Omdat de tweede orde pEeiafgeleiden varf
continu zijn, bestaat er een omgevitigvan ¢ z0, datH f(c) positief definiet is voor
iederex € U. Zij z € U, x # c. Volgens de stelling van Taylor bestaat er een gunt
tussern: enx z0, dat

f(@) = 1e) + e~ THFE) @ ~ o),

(merk op datD f (¢) = 0). Omdat¢, gelegen is tussenin x geldté, € U. De Hessian
H f(&,) is dus positief definiet zodat

(§x — C)THf(gz)(fx —c)>0.

Bijgevolg is dusf(x) > f(c) voor iederer € U. De waardef(c) is dus een lokaal
minimum.J

Voortzetting van voorbeeld 2.3.1 p. 99 uit B&V. Er geldt

i@ = (g )

is pos. definiet.

5.4 De vier stappen methode

Het theorema van Weierstrass geldt ookifi, Theorem 2.6 uit B&V p. 98. Een functie
op IR™ heetcoercive(‘dwingend’) (voor mimmalisering) alim ;. f(z) = +oo.
Een coercieve en continue funciieopIR™, dan heeftf een globaal minimum.

5.5 Convexe en concave functies
Sect. B.3

Definitie 14 Zij f een rééelwaardige functie met een convex definitiegebled- IR". uitB & V
De functie wordt concaaf genoemd als voor ieder tweetal puamtén= D en voor
iederet € [0, 1] geldt

f(A=ta+1tb) = (1 —1t)f(a) +£f(b).

De functie wordt convex genoemd als voor ieder tweetal pumténe Dy en voor
iederet € [0, 1] geldt

F(A=t)a+1tb) < (1—1)f(a) +tf(b).

Theorem 9 Zij f een rééelwaardige functie die tweemaal continu differentieerbaar is
op een convex verzamelig Er geldt:

a) als H f positief definiet is ofp, dan isf strikt convex o

b) als H f negatief definiet is, dan i strikt concaaf opS
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c) fis convex o dan en slechts dan alf f positief semidefiniet of
d) fis concaaf opS dan en slechts dan ald f negatief semidefiniet of
(Zonder bewijs.)

Theorem 10 Zij f een differentieerbare, ézlwaardige functie met een convex defini-
tiegebiedD; C IR™ enc een stationair punt varf. Er geldt:

a) als f convex s, dan ig(c) het (globale) minimum vafi

b) als f concaaf is, dan i (c¢) het (globale) maximum vafi

(Zonder bewijs.)

5.6 Geometrische interpretatie van de gradint

Analytische geometrie

Voor a, b € IR? is het kruijsproduct van enb gedefinieerd als volgt:
a x b= (az bz —azby,az by —ay b3, a; by — az by).

Geometrische interpretatie: de vecitox b staat loodrecht op de doarenb opgespan-
nen hypervlakte. Er geldt x b| = |a| |b| sin(n). Zie Sectie 10.3 in R. Adams, p. 553.

Voorbeeld:Gegeven zijn de vectoren= (1,2,3)" enb = (4,5,6) ". Dan geldt
(axb)T =(1,2,3)x(4,5,6) = (2x6—3x5,3x4—1x6,1x5-2x4) = (—3,6, —3).

Zijn Py, P, en P drie punten op een oppervlakie Dan isQ de verzameling van alle
punten
P+ s(Py — P1) +t(Ps — P1), 3)

voors, t € IR. Alternatief kan() geschreven worden als de verzameling van alle punten
2 voor wie geldt dat

Nz=NP, (& N(xz—P)=0), (4)

waarbij
N = (P2 — Pl) X (P3 — Pl)

Met N = (N, Ny, N,) enP; = (Py,, Py, P1.) geld dat(z,y,2) " in Q ligt als
N,z + Nyy+ N.z = N, P, + N, P, + N.P,..

De representatie in (3) heet garameterepresentatie en de representatie in (4) heet
denormalemepresentatie.
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Voorbeeld:Zijn P, = (0,0,1)T, P, = (2,0,0)" enP; = (0,3,0) ". Dan geldtP, —
P =(2,0,-1)"enP; — P, = (0,3,-1)T, verder is

N=(P,—P)x (Ps—P)=(3,2,6)",|N| =T7.

Dus de door(P; — P;) en(P; — P;) opgespannen oppervlakte door het pint(de
unieke opperviakte welke dodt;, P, en P; beschrijven wordt) is de verzameling van
(z,y,2)" € IR? zodat

3z 4 2y + 62 = 6.

Tangenten hypervlakte
Beschouw de functié’(z,y) : IR* — IR in het punt(zg, ). De puntenz, y, z) in

de tangentenhypervlakte worden gegeven door de afbeelding IR> — IR, met
FL(z,y) =z

FL(.y0)(2,y) = F(z0,%0) + VF (20, Y0)(x — 20,y — %0) " - (5)

De tangentenhypervalkte is de verzameling van alle pufiten, FL(x,))" voor
(z,y)" € IR

Lemma 1 De normaleN van de tangentenhypervlakte(iny, o) " is geven door
N = (Fz(l'(), yO)v Fy(x07 yO)v 71) = (VF(*T07 yO)a 71)'

Bewijs: Gegeverx eny, luidt de vergelijking voor de:-codrdinate van een punt op

FL:
z = F(zo0,y0) + VF(20,%0)(z — 20,y — yo)T

oftewel
z = F(x0,y0) + Fr(%0,y0)(x — o) + Fy(w0,0)(y — yo)
& z — Fy(xo,y0)x — Fy(zo,y0)y = F(x0,y0) — Fz(20,Y0)xo — Fy(xo, Y0)Yo

= Fy(xo,y0)x + Fy(x0,y0)y — 2 = —F(x0,%0) + Fz(x0,Y0) 20 + Fy (0, y0)Yo
< Fx(x()a yo)x + Fy(f()» y())y —Z= Fz(x()a yo)CUo + Fy(ﬂfm yo)yo - F(xo, yo)

We herschrijven de vergelijking als volgt
N(%y’z)T = N(xo,yo,F(on,yo))T~

Het punt (zo, o, F(zo,10)) " ligt op de tangentiaaloppervalkte en bovenstaande
vergelijking is de normalenrepresentatie van de tangentenhypenilakte.

Het bovenstaande lemma kunnen we als volgt in worden vatten: deéégtaside pro-
jectie van de normale van de tangentenhypervlakte in dedamaten hyperviakte. (De
gradint staat loodrechiofthogonaal) op de projectie van de tangentenvlakte in de
codrdinatenstelsel.)
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Voorbeeld 14 (Geometrische interpretatie van de gradt) Zij F : IR> — IR met
F(z,y) = xy. Dan is de gradént vanF' gegeven door

VF(ar,y) = (y,a;)

De tangentenhypervalkte in het punb, yo) is dan de verzameling van allen punten
(z,y,2)" € IR? zodat

(Y0, w0, —=1) " (x — 20,y — Yo, 2 — ToYo) " =0 zie (4)

oftewel
z = xYo + Yo — ToYo-

Het tangentenvlakte in het pu(‘%, 2) is dus

z:2m+%—1 zie (5)

Alternatief kunnen we in de dadinatenviakte de niveaukromme berekenen. De tangent
van de niveaukrommey = 1 in het punt(%, 2) is gegeven door

1 1 T 1 1 T
VF(§72) (12,y2> = <272) <I2ay2)

1
2w—1+§y—1<:)y:—433—|—4.

oftewel

Zie ook:
http://www-math.mit.edu/18.013A/HTML/chapter06/section06.html
Niveaukrommen

Zij F gedefinieerd ofiR?. De niveaukromme ' (z,y) = c zij differentieerbaar ofR?.
De helling van de niveaukromme in het pynt y) is gegeven door

Fla,y)=c=y =2 =
2 F(z,y)

De helling van de tangent in het puty, yo) is dan

_ %F(%,yo)
2 F (20, 90)

en de vergelijking voor de tangent is

B 2 F(20,0)
Y=Y = "3
@F($0,yo)

(x — xp)
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oftewel 5
7F($07y0)
= —837@ —20) + Yo
@F(xo,yo)

(dus(z,y) is een punt op de tangent dls, y) aan de bovenstaande vergelijking vol-
doet). Dit kan worden herschrijven als

0 0
%F(%, Yo)(z — x0) + %F(ﬂcoayo)(y —y0) =0

oftewel

0 0
(MF(%, Y0)s %F(wo, Z/o)) (x—xoay—yo)T =0« VF(xO,yO)(x—xo,y—yo)T =0.

De gradént staat dus loodrechdrthogonaal) op de tangent in de éodinatenvlakte.

Zij 2% = (29,...,2%) een punt op het niveau-oppervidkz) = C voor F :
R™ — R. Men noemt de verzameling van alte= (z1,...,z,) zb dat
iF(mo)(glcl —2D)+ .+ iF(a:o)(mn —20) =06 F'(a"(z-2T =0
oxy 01

de tangenten hyperruimte van het niveau-opper#lék) = C' in het puntz°.
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6 Practicum Week 3
Opgave 1 De kwadratische functi¢ op IR? is gedefinieerd doof (1, z, z3) = 47 +
3r1x3 — 23:% — bxoxz + 4xo — 23 + 28.

a) Bepaal de matrix van Hesse vAn
b) Bepaal de symmetrisctex 3 matrix A, de vecton € IR® en het getat
20, datf(z) = 2" Az + b x + ¢, waarbijz = (z1, 2, 23).
¢) Laat door berekening zien datf(z) = 2A.
Opgave 2 (Exercise 2.6.1 uit B&V p. 128)

x129 + 50zt + 2025t — min, 2y, 29 > 0

Opgave 3 (Problem 2.2.1 uit B&V p.93) Bepaal de afgeleide vin) = =" Az +2b-2+c.
Opgave 4 (Exercise 2.6.11 uit B&V p.132)

1

/ (t2 — ot — Jil)th — min

—1

Opgave 5 Zij f een functie gedefinieerd dp* met waarden iR enc een inwendig punt
van het definitiegebied vaf zo dat f tweemaal continu differentieerbaar is op
een omgevindg/ vanc. Laat zien dat

o0 f O f
ol 9= Gom
0x;0; 0x;0x; |, _.

().

Opgave 6 Zijn f eng gedefinieerd op een convex gebigd- R™. Laat zien dat

(a) alsf eng concaaf zijn opS ena > 0,b > 0, dan isaf + bg concaaf opS
(b) alsf eng convex zijn opS ena > 0,b > 0, danisaf + bg convex opS

Opgave 7 Laat zien dat de Cobb-Douglas funcfiér, y) = 2%y® voor0 < a,b,a +b < 1
gedefinieerd oy = {(x,y) : > 0,y > 0} concaaf opS is.

Opgave 8 Zijn f gedefinieerd op een convex gebigd- R™ en zij F' gedefinieerd op een
interval inR dat de verzamelingf(x) : « € S omvat. Laat zien dat

(a) alsf concaaf opS is en F' concaaf en monotoon stijgend épis, dan is
F(f(z)) concaaf opS

(b) als f convex opsS is en F' convex en monotoon stijgend apis, dan is
F(f(z)) convex opS

(c) als f concaaf opS is en F' convex en monotoon dalend dpis, dan is
F(f(z)) convex opS

(d) als f convex opS is en F' concaaf en monotoon dalend @pis, dan is
F(f(z)) concaaf opS

Opgave 9 Bepaal de tangentvlakte véitz, y) = sin(zy) in het puntzy = /7 = ypo.
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7 De Lagrangemethode
Probleem(Ps 1) Zij f : D — IR, metD C IR™: Def. 3.1, p. 140
folw) — extr, fi(z)=0,1<i<m,

noemen wij eem-dimensionaal optimaliseringsprobleem met nevenvoorwaarden in
de vorm van een stelsel bestaande uit meerédarvergelijking.

Voorbeeld 15 Voorbeeld 3.2.1 p. 140 uit B&V.

fo(z) = 129 — max, a>0
filx) =%+ a2 —a®>=0, x;>0voori=1,2.

Let op dat wijz; = 0 kunnen toelaten zonder de oplossing ténblwedenz; = 0
levert immersfy(x) = 0 op en dit is zeker geen maximumlocatie.
De verzameling/ = {z;,z2 > 0 : 23 + 23 — a® = 0} is een kwart cirkel
met radiusa en is dus compact. Met de stelling van Weierstrass volgt dan dat er een
maximum bestaat en de randpunten en de stationaire punten kandidaat maxima zijn.
Uitwerking via Fermat:

z1 =1/a? — a3

en wij kunnenf, herschrijven als

fo(wa) = xay/a? — z3.

Wij vereenvoudigen de notatie dasy = x te schrijven. Differenéiren geeft

1 (—2z)x
folw) = Va*—a?+ - ——F
2a2 — 12
2
= V22"~
a2 — 12
Bepalen van de stationaire punten:
2
X
fol@) =0=+Va?2—22 = —
a“ —x
a2 —z2 = 22
a? = 22°
a
r= —=.
V2
Dusz; = 75 en invullen inf; geeftz; = 75 en



De randpunter{a, 0) en(0, a) gevenf, = 0. Dus

(33)

is maximumlocatie.

7.1 De Lagrangemethode

Wij voeren op de productruimt® x IR™"* de Lagrangefunctie in, gedefinieerd
door

m

N = Aifi(x)
i=0

De rijvector A wordt de Lagrange multiplicator genoemd. Wij schrijuép(y, \) voor
de rijvector van paréle afgeleiden naarin y:

L) = (2N ) )

Theorem 11 (Theorem 3.3 p. 143 uit B&V.) Zjfy differentieerbaar iny € D en f;,
1 < ¢ < m, continu differentieerbaar ig. Zij y een inwendig punt vab z0, dat f(y)
een lokaal extremum is vafiop de verzamelin@ = {x € D : fi(z) = 0,1 <i <
m}. Er geldt: er bestaat een Lagrange multiplicatoe# 0,11 20, daty een stationair
puntis vanl(z, ), oftewel

L, (y,/\)ZOT
- afz afz
§
DRVIIELES 3 ((,m )
m aft .
= < < .
(:}Z_:)\axj bsy=n

N.B.: de vectorerf/(y), 0 < i < m, zijn lineair afhankelijk.

In woorden: een lokaal extremum van het optimaliseeringsprobleem is ook
altijd een stationair punt van de Lagrangefunctie. Het is echter niet altijd zo dat een
lokaal extremum van het optimaliseeringsprobleem ook een lokaal extremum van de
Lagrangefunctie is.

Voorbeeld 16 Voorbeeld 3.2.3 p. 144 uit B&V (voortzetting van voorbeeld 15)
Weierstrass is al gedaan (minimum lokaties zijn de randpunten, we zoeken maximum).

£(x, )\) = )\ofo(l’) + /\1f1($> = AoT1X2 + )\1(1’? + .’L’% — CL2).

0

Ex(x, )\) :0; = 871‘1,6(1'7)\) = Xox2+ 2Nz =0
0

871)2[:(1 )\) = >\Ox1 + 2)\11‘2 =0
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2 (a) Zij A\p = 0, dan2A;x1 = 2\125. Omdat\; # 0 geeft ditz; = 0 = x5 en datis
tegenstrijdig meff;.
2 (b) Zij Ao = 1, dan

Tro + 2)\1131 =0 - 2)\1 = _%
xr1 + 2)\1$2 =0 2)\1 = _%
Dus Lo I
2 2
=== sa{=ua;.
1 o Ty = Ty
Met f, volgt danz; = o = %

75
Voordeel van Lagrange in vergelijk met Fermat: (i) algebra is makkelijker (no

‘roots’), (i) n + m vergelijkingen in precies zo veel onbekenden waatvan. ., \,,

niet hoeven berekend te worden.

Voorbeeld 3.2.6 p. 147 uit B&V.Xy = 0)
fo(z) — min, 27 —23 =0

eniy = 05 voor fy : R? — R differentieerbaar in het puri. Wij veronderstellen
9 _ 0

verder dat%fo = %fo.

Uitwerking: fo(z) — min onderf;(z) = 23 — z3 = 0.

1) (Zonder Weierstrass)

2)
L(z) = Xofo(x)+ (2] —a3)
8ix1 (x) = Ao%fo@)"‘”‘lxl
aib[,(x) = )\oaimfo(m) +3\7)

2 (a) ZijAg = 0,danX; #0en
3
2z = 3)\196% S x = §$§

invullen in f; geeft

8
, X1 — —.

27

Zxé—x%z(Zx2—1>x§:0@x1:x2:00fx2:

O i~

2 (b) ZI] )\0 = 1, dan
770(1‘)4-2)\ x _—Oenifo(iU)—‘r?))\ To =0
8131 1 61‘2 !

Omdat2- fo = 72 fo volgt hieruit

1
271 = 323.

Dit leidt tot de zelfde oplossing als 2(a).
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7.2 Werken met de Lagrangemethode

Voorbeeld 3.2.8 p. 149 uit B&V. Laat zien d&t D > 0 bestaan @ dat voor ieder
x1,T2

C{/x‘f—l—mgg 22 + 22 < Cyfxt + 23,

Uitwerking: Herschrijf

C"{/x‘f+x§§ x%er%SD‘l x‘ll+x‘21

als

o Vrita
< <

Vi tys Vi +ad

Vyt+ys Yat+a3
Wij kunnen dus volstaan met} + x5 = 1 (de ‘lengte’ van dec-vector is niet belan-
grijk). Wij lossen op

Zij y = ax, danis

folx) = x? + 13 — extr.
a3 —1=0
of

fo(z) = z%+ 22— extr
zi+25-1=0

1) (Weierstrass) is continu enl/ = {z : #{ + 3 — 1 = 0} is compact:
e afgeslotenV = g=1({0}) metg(z) = = + z3 — 1 continu
e nietleeg:(1,0) e V

e begrensd: voor ieder € V geldt—1 < z;,25 < 1

2)
L(z,\) = Xo(z?+22)+ \(z] +25—-1)
0
871’15(1‘) = 211 + 4)\137%
i£(:r) = 2wy + 4\ 25
92 = 02 125

2(a) Zij Ao = 0, dan); # 0end\x3 = 0 = 4\ 23. Dusz; = 0 = x5 en datis in
tegenspraak met} + x5 = 1.
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2(b)Xg =1,dan
201 +4Mzt =0 4\ = —2%
220 +4Nx5 =0 &4\ = —2%
= 2x1x§ = 2x2x‘(f
Mogelijke oplossingen:
e r1 =0enxy = =+1
e r1 =*xlenxy =0
e zZij z1 # 0 enxzy # 0 (en wij mogen door:, o delen) dan
20103 = 290} = 0% = 23 = || = || = C

Uit de nevenvoorwaarde volgt

C4+C41@0‘§/g

Uit de bovenstaande analyse volgt voor de extréma
ze {(07 1)7 (15 0)7 (715 0)7 (07 71)7 (Cv 0)7 (*Cv C)a (Oa 70)7 (*C, *C)}

De waarden vanf, voor & € {(0,1),(1,0),(-1,0),(0,-1)} zijn gelijk

aan 1 en de andere waarden zijn gelik aay2 > 1. Dus de pun-
ten {(C,0),(-C,C),(C,-C),(-C,—-C)} zijn maximumlocaties en de punten
{(0,1),(1,0),(—1,0),(0,—1)} zijn minimumlocaties. Wij hebben dus aangetoond:

1§m%+x%§\/§, voorz] + x5 =1

1< /a2 +23 <2, voorzf+as=1

/2 2
1< VI T <%/2, voor iederz
Vi + a3
(wij hebben boven al aangetoond dat we migt- x5 = 1 kunnen volstaan, de ‘lengte’
van dez-vector is niet belangrijk). Er geldt du8 = 1 enD =%/2.

oftewel

en we hebben

7.3 Bewijs van de Lagrangemethode

Theorem 12 (Tangent Space Theorem, zie ook Theorem 2.13 p. 127 uit B & V) Zij
2 €IR", U Cc IR" eenopenomgevingvan f; : U — IR, 1 <i<m,en

f1<x17"'7x’n)

fg(l‘h...,l'n)
F(zy,...,xz,) = .

fm(21, ., 20)
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een vector afbeelding vabi naar IR™ z6 dat F' continu differentieerbaar is irt;,
rankF’ () = menF(&) = Oy,

Zij F'(&)v = 0, dan bestaat een afbeeldimg: IR" — IR™ z0 dat voor (een wat
kleinere) omgeving/ geldt dat

F(tv+r(tv)) = O
voor v orthogonaal op de tangenten hyperruimteiif, tv € U enr(tv) = o(t).

Het Tangent Space Theorem laat zien dat de verzam@ling {x € D : f;(x) =
0,1 < ¢ < m} lokaal in een omgeving vaf,, door een lineaire functie benadert
worden kan.

Bewijs van Lagrange: De nevenvoorwaarden geven een functie

fl(xlv' ..,llfn)

f2($17' "axn)
F(xl,...,xn): .

fm(xlv s 7xn)

Wij veronderstellen dat = 0,, de lokatie van het globaal minimum is en d&0,,) =
0. Merk op

f{(ml,n_’xn) %fl(xl,...,xn) %fl(l‘l,...,l‘n)

F’( ) fé(xl,...,xn) TwlfQ(xl""’xn) ang(xl,...,a:n)
I, yIn) = =

(e, ... o) %fm(xl,...wn) %fm(xl,...,xn)

Het niet regulair gevalDe rijen vanF'(0,)) zijn lineair afhankelijk. Dan bestaat
een combinatie\;, 1 < ¢ < m, z0 dat

m

ZAZf{(OD = 0;{'

i=1

Als wij \o = 0 kiezen, geldtdad_;", A; f/(0,}) = 0, . (Wij vinden dus een oplossing
zonder de voorwaardg)(0,} ) =0,).

Het regulair geval:De rijen vanF’(0,,) zijn lineair onafhankelijk. Zijy € IR™ z0
datF’(0,,)v = 0,,. Met het Tangent-Spade-Theorem volgt dan dat

tv + r(tv)

een oplossing is vaR'(z) = 0,,, voor |¢| voldoende klein, en(tv) = o(t). Wij hebben
veronderstelt dai,, een minimumlokatie is dus

0 < foltv+r(tv)) — fo(0,)

Sandere verwoordingem: € kernF” (&), of v_Ly voor iedery in de doorF” (z) opgespannen ruimte
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en uit de differentieerbaarheid vdp volgt
0 < fo(to +r(tv)) = fo(0n) = tf5(0n)v + o(t).

Omdatt positieve en negatieve waarden kan aannemen volgfdat)v = 0. Omdat
F'(0,)v = 0,,, volgt uit de theorie der lineaire vergelijkingen d§teen lineair combi-
natie van de rijen vai” (0,,) is. Omdat de rijen vai” de vectorery;(0,,),1 < i < m,
zZijn volgt het bewijs van de stelling van Lagrange.
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8 Practicum Week 4

Opgave 1 (Probleem 3.3.7 uit B&V p.163) leder symmetrische matdixc R"*™ heeft
een eigenwaarde R.

Opgave 2 (Exercise 3.6.1 uit B&V p.190)
e"1"2 — max, z} + 25 = 1
Opgave 3 (Exercise 3.6.2 uit B&V p.190)
o3 + 122,29 + 2235 — extr, 4o? + 23 = 25
Opgave 4 (Exercise 3.6.3 uit B&V p.190)
:legb@ — extr, 23 4+ 22 + :rg =1

Opgave 5 (Exercise 3.6.13 uit B&V p.195) (!) Laat zien dat de Lagrangemethode de ver-
keerde oplossing geeft (namelijk, z2) = (9,4)) voor

2x1 + 3x2 — Max /ri1 + /r2 =5
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9 Kuhn-Tucker

Probleem (Py.1) Zij fo : D — IR, metD C IR" een convexe verzameling: Def. 4.1

p.206
fo(z) — extr, fi(z)<0,1<i<m,

noemen wij eem-dimensionaal optimaliseringsprobleem met nevenvoorwaarden in
vorm van een stelsel bestaande uit meer@anongelijkheid.

Voorbeeld 4.2.2 uit B&V p.206:
fo(z) = (21 — 2)® + (z2 — 3)* — min
@) +o+22-2<0, fo(x) =27 —4<0

Uitwerking volgt later.

9.1 Het Karush-Kuhn-Tucker Theorem

Wij voeren op de productruimt® x IR™"! de Lagrangefunctie in, gedefinieerd
door

Lz, N) = \ifi(x).
=0

De rijvector A wordt de Lagrange multiplicator genoemd. Wij veronderstellen dat de
functies f;, 0 < i < m, differentieerbaar zijn ir. Wij schrijven £, (y, \) voor de
rijvector van partle afgeleiden naarin y:

LN = (N ).

oy " Oz,
De Karush-Kuhn-Tucker voorwaarden (KKT-voorwaarde) in piiaijn:
(@) L.(2,\) =0, stationariteit;
(6) A\ > 0,1 <i<m,niet-negativiteit;
() Aifi(2) =0,1 < i < m, complementair slackness

Theorem 13 (Theorem 4.4 p. 210 uit B&V.) Zijii; < 0,0 < i < m, differentieer-
baar inz € IR™ en convex. Er geldt: al$ een minimumlokatie is dan bestaat er een
Lagrange multiplicator\ # 0,,, 11 z0, datZ aan de KKT voorwaarden voldoet.

N.B. Convexiteit levert dat wij geen onderscheid moeten maken tussen globaal en
lokaal minimum.

Definitie 15 Een puntz € IR"™ wordt Slater punt genoemd af$(z) < 0,1 <i < m.

Theorem 4.5p.211 uit B&V: Zijn f; < 0,0 < i < m, differentieerbaar int € IR" en
Convex.
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(i) Als & aan de KKT voorwaarden voldoet voarmet)\, = 1, dan isz een min-
imumlokatie vanf, (het globaal minimum van de Lagrange functie is ook het
globaal minimum van de waardefunctie).

(i) Veronderstel dat er een Slater puntbestaat. Er geldt: iedere vectdrdie aan
de KKT-voorwaarden voldoet heef§ # 0.

Bewijs: Volgens («) is & een stationair punt van de Lagrangefunctie. Omdat
L(x, ) convex is inxz voor iedere), volgt verder uit &) datz een globaal minimum
isvanL(z, \):

L&) < L(z,)). ()
Bewijs (i): Zij = een toegestaan punt. Als wij = 1 kiezen geeft dit

fo@) 75 £ S £ D e,

Bewijs (ii): Zij z een Slater punt. Neem aan datan de KKT voorwaarden voldoet
voor \ en dat\y = 0, dan

(M)+X0=0 (9) def. Slater pun%

0 @A <c@N =0 N N fila) <
i=1 2"0 VS

waarbij we benutten dat uk # 0, volgt dat en minstengén \;, 0 < i < m, niet
null is. Uit deze tegenspraak volgg = 0. O

9.2 Werken met het KKT theorema
Voorbeeld 4.2.5 uit B&V p.212:

fo(z) = (z1 — 2)% + (22 — 3)*> — min
@) 4z +20—-2<0,fo(z) =22 —4<0

Uitwerking:
folx) = (x1—2)*+ (2 —3)*> — min
fl(.iﬁ) = r14+22—-2<0
h@) = at-4<0,

xr € R2. Het probleem is convex (zo als in KKT aangegeven wij hebben dus geen
Weierstrass nodig). Verder {8, 0) een Slaterpunt:

f1(0,00=—-2<0 en f(0,0)=—-4<0.

De Lagrangefunctie wordt dan

L(x,N) = (v1—2)%+ (22— 3)2 + M (z1 + 22 — 2) + Mo (2F — 4)
‘Cfl(xa )‘) = 2(%1 72)4’)\14’2)\21'1 =0
Lo (z,A) = 2(x2—3)4+ M =0
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Mogelijke gevalleni(fi, fo < 0enX; = X =0), (f1 <0,fo =0enX; =0, s >
O), (fl = O,f2 <0en) > 0,)\2 = 0) (fl,fg =0 en)\l,)\g > O)
Wij gaan verder metf; =0, fo <0eni; >0, A =0).

2(x1—2)+M = 0
2($2—3)+)\1 = 0
T4+ —2 = 011 =2—129

Uit de eerste twee vergelijkingen volgt
2(1’1 - 2) = 2(%2 - 3)
invullen van de deerde geeft

3 1
2(2—3&‘2—2):2($2—3)<:>6=4$2<:>332:§:>CL‘1:§.

Het punt (1/2,3/2) is het uniek minimum de waarde van het minimum is
fo(1/2,3/2) = 43.

Probleem 4.3.1 uit B&V p.217Jptional identiek met opgave 3] Voar # 0,, los het
volgende probleem

n

ar = inai — max, |z]? = Zx? -1

i=1 =1
Uitwerking: Zij ™ € IR™ meta # 0,. .

ar = E a;r; — max
i=1

onder

n
|z|? = Zx? <1
i=1

(Optimalisering op een sphere) Hiervan maken wij

n

folx) = —ax = — Zaixi — min

i=1

onder

n

f1($):|x|271:2z571§0.

i=1

L(x,\) = Mo(—azx) + A\ (|z]* = 1)
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Omdatf,(0,) = —1 < 0is 0,, een Slaterpunt, dug, = 1. De KKT condities zijn dus

Lo(x,N\) = —a+ 2\ 2"
= (—a1+2\z1, —a2 + 2\x2, ..., —ayn + 2X12y,)
= 0), M2>0.

Zij f1(x) < 0,danisA; =0en
Lo(x,0) =0 =—a

en dit kan allen ala = 0, wat een tegenstelling met 0 is.
Zij f1(z) =0, dan

Lo(x,\) = —a+ 20Nz (6)
= (7&1 +2/\1.§C1,7CL2 +2/\1$27...,70,n +2>\11’n)
=0, x>0
Dus,
i T 1<i<n
2)\1 (2] —
Omdatf; (x) = 1 volgt hieruit
~ a? Y. _la
=16\ = =1t =
2 4)2 ! 4 2

i=1

Naar invullen in (6) volgt dat:" = ﬁ (= de vectora op lengte 1 gescaleerd). De
waarde van het maximum(!) is

a'a _ Z:’L:I af _
la] Dy a;
in vector notatie
ata |af?
— = =al.
la| — |af

9.3 Bewijs van het Kuhn-Tucker Theorema

Vector w is een tangente va@i' C IR" in 7, in notatiew € T¢(T), als er een reeks
w(k) bestaat met(k) — w alsk — oo en een reekg k) € IR mett(k) \, 0 zo dat

7+ t(k) w(k) € C.

Voorbeeld:Als T een inwendig punt vag’ is dan geldtl(z) = IR", en alsz een
randpunt is erC' convex, dan isl(Z) de verzameling van alle vectoren die vanuit
T in richting C wijzen. (De hyperruitme op deC-kant” vanz gegeven door de
tangentialhypervlakte in het pumt
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Vector w is een normale vag’ C IR" in Z, in notatiew € N¢(T), als er een reeks
w(k) bestaat met(k) — w alsk — oo enxz(k) metz(k) — T zo dat

<w(k),z(k) —% > < o(|z(k) —7|)

De vectorv € IR" is eenregulaire normalevanC' in 7 als
<v,x—T>< ollx —7|) Vxel,

waarbij< =,y >=z"y.

Voorbeeld:Als Z een inwendig punt va@' is dan geldtN¢(Z) = {0,,}. Bewijs: uit
| <v,2—T>|=|z—7T||v| cos(n)

volgt
| <v,z—T > |

S = Il costy)

endus< v,z —7 >< o]z — Z|) voor iederz € C als|v| = 0 oftewelv = 0,,. AlsT
een randpunt vat' is enC convex, dan geldN¢(Z) = {v} waarbijv "loodrecht op
C'in 7 staat”.

Zij f : IR" — IR een differentieerbare functie @p C IR". Als Z voor f in een
lokaal minimum inC'is, dan isV f(z) is een regulaire normale vo6tin Z.

Supporting hyperplane theorem (Theorem 4.6 p.231 uit B&V) en Sectie 4.4.2 uit B&V.

Theorem 14 (Supporting Hyperplane Theorem) Zijc IR™ een convexe verzameling
en0, een randpunt var'. Dan bestaat en € (IR")” z0 dat Az > 0 voor iedere
xz € C.Inkort: =\ € N(0,,).

De hypervlakte\x ondersteunt (‘supports’) de verzamelign 0,,: de verzamel-
ing C' ligt op een kant van de hypervlakte. Bewijs van de stelling:

Zijint(C) = () dan isC onderdeel van de hyperruimi¢ = {z € IR"|\z = 0}
voor een niet nul vectox € (IR™) 6.

Zij ¢ € C en zij & een punt inD = cl(IR"C")” met minimale afstand tot het punt
—c. Dan voldoet\ = (2 + ¢) " aan de stelling. N.B.: Waarom bestaat een punt met
minimale afstand? Voeg de nevenvoorwaaféet c¢| < |c| aanC toe en maak de
verzameling daardoor begrensd. Ook de nieuwe verzamélisgveer niet leeg(, is
een element) en afgesloten. De stelling van Weierstrass levert dan dat er een punt met
minimale afstand bestaat:(—c)| — min,z € C.

Bewijs van KKT: Neem aan dafy(z) = 0. Zij

C={yeR™ |3z cR":y; > fi(x), 0<i<m}

6 is normale vari{, uit AT = > 0 volgt | \||z| cos(n) > 0 waarbijn de hoek tusseh enz is. Uit het
feit datcos(n) > 0, volgt —7r/2 < n < /2.
"De verzamelingRt C is gedefinieerd dodR+tC = {yc € R : y € Rt,c € C}.
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Nota bene: omdafy(z) = 0enf; <0 (1 <1 < m) volgt dat0,,, 4, € C.
De verzameling’ is convexzijn z,y € C dan bestaan’ eny’ z6 dat

x> (fo(x),..o, fml(a”) en y>(foly),--, fm(¥))
Er geldt
ar+(1—a)y > alfol@), s ful@) + (1= a)(fol@)s-- - m(y)
= (afo@)+ (1 —=a)fo¥)),-- . afm(@) + (1 - ) fm(y))
en omdatf;, 0 < i < m, convex zijn geeft dit
> (folaz’ + (1= a)y),..., fm(az’ + (1 —a)y)).

Het definitiegebied varf; (0 < i < m) is convex, dus alg’ eny’ in D liggen
dan ookw := az’ + (1 — a)y’ voor a € [0,1]. We hebben nu aangetoond dat
ar+ (1 —a)y > (fo(w),..., fm(w)). De verzameling” is dus convex.

Er geldt0,,.1 ¢ intC: Stel dat0,,,1 € intC. Dan bestaat > 0 z0 daty =
(—€,0,...,0)T € C. Uit de definitie vanC volgt dan dat—< > fo(y) en dit een
contradictie is met de veronderstelling daf#) het minimum vanf; is.
Het Supporting-Hyperplane-Theorem levert nu dat er een (IR™*)T bestaat
z0 dat
Yye C: Ay >0. (")

(6) Uit de definitie vanC' volgt dat0,,,,; met als gevolg daIRiHrl C C. Dit
leidt direct tot het bewijs vand) [kies (0, ..., Lpositiej» - - ,0) € R,
1 < j < m,envulin (7) in; met dit argument volgt ook > 0].

() Steldatf;(Z) < 0voori > 1. Dan geldt
y=1(0,...,0, f;(£),0,...,0) € C.

Uit (7) volgt dus dat\; = 0.

(o) Ergeldt
VeeR": (fo(z),..., fm(x)) €C

hieruit volgt met (7)
L(z,\) = Z)\ifi(x) > 0.
=0

Wij hebben veronderstelt dgig () = 0, uit (y) volgt dan datC(z, A) = 0. Dus
ligt bij & het globale minimum va#(-, A). Het theorema van Fermat geeft in dit
gevall,(z) = 0.
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10 Practicum Week 5

Opdracht 1 (Exercise 4.6.7 uit B&V p.251)

A person is planning to divide her savings among three mutual funds, having ex-
pected returns of 10 %,10 % and 15 %. Her goal is a return of at least 12 %, while

minimizing her risk. The risk function for an investment in this combination of
funds is

20022 + 40023 + 1002122 + 89922 + 200x973,

wherez; is the proportion of her savings in furid Determine the proportions
that should be invested in each fund. Would it help if she could go short, that is,
if the z; are allowed to be negative?

Opdracht 2 (Exercise 4.6.1 uit B&V p.250)
x% —|—x§ —|—x§ —extr, 1 + a2+ 23 <12, 21,29,23 >0

Opdracht 3 (Probleem 4.3.1 uit B&V p.217) Voar # 0,, los het volgende probleem

n

axr = inai — max, \x|2 = fo =1

i=1 =1
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11 De Lagrange Methode

11.1 Interpretatie van de A-vector
Probleem(P5 ) Zij f : D — IR, metD C IR™:
fQ(CE) —  extr, fl(l‘) =b;, 1 <1< m,

Stel dat de Lagrange methode kan worden toegepast op het bovenstaande probleem
metf; = f; — b; = 0,1 < i < m. De oplossing/* is een stationair punt vaf(z, A).

De waarde functig(b) := fo(y3(b),...,y: (b)) hangt van de waarde van de restrictie

b af. Veronderstel daj* (b) differentieerbaar is i, dan is

0
—_— =\; <ji<m.
gy fo®) = Ni(®), 1<j<m

De Lagrangemultiplicatok; geeft dus aan hoe de waardefunctie in de optimale oploss-
ing y* van de constantg; afhangt. Het getah; (b) word ookschaduw prijsof mar-
ginale waardegenoemd.

Het bovengenoemde resultaat is een voorbeeld vareeeglop theoreman het
volgende wordt een volledig envelop theorema gegeven.

Theorem 15 (Envelop theorema) De voorwaarden in Lagrange stelling zijn vervult.
Voor1 < ¢ < m, zij restrictie f; afhankelijk vanr; en continu differentieerbaar in
r;. De Lagrangefunctie heeft een uniek stationair ptht= z*(r*) voorr = r*. Er
geldt:

%fo(r): <ai£(m,r)) . 1<i<m.

x=z*(r),r=r*

(Zonder bewijs.)

11.2 De algemene Stelling

Wij voeren op de productruimt® x IR™"* de Lagrangefunctie in, gedefinieerd
door

L(z,\) = ZAifi(x)'
i=0

De rijvector A wordt de Lagrange multiplicator genoemd. Wij veronderstellen dat de
functies f;, 0 < ¢ < m, differentieerbaar zijn iri:. Wij schrijven £, (y, \) voor de
rijvector van pargle afgeleiden naarin y:

oL oL
Loy, )= =—W,N),...,=— (W, \) ).
50 = (G0 e )
Probleem (Ps) Zij fo : D — IR, metD C IR™ een convexe verzameling:

folz) — extr
onder fi(z) <0,1<i<s,
filx) =0, s+1<i<m,
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noemen wij eem-dimensionaal optimaliseringsprobleem met nevenvoorwaarden.

Theorem 16 Zij f, differentieerbaar iny € D en f;, 1 < ¢ < m, continu differen-
tieerbaar iny. Zij y een inwendig punt vab zb, dat f(y) een lokaal extremum is van
f op de verzameling

T={zeD:fi(x)<0,1<i<s, fi(x)=0,s+1<i<m}

Er geldt: er bestaat een Lagrange multiplicator# 0,,,+1 20, daty een stationair punt
isvancL(-, A), oftewel

of; )
—0.1<j<
axj(y) 0,1<j<n,

=0

envoorl <: < s

=0 wvoor\; >0

(KKT)
<0 wvoor); =0

‘C/\i (y’ )‘) {

envoors+1<t:<m
Lx.(y,A) =0  (Lagrange).

N.B.: de vectorerf/(y), s + 1 < i < m, envoorl < i < s, f/ zo dath; > 0 zijn
lineair afhankelijk.

12 Iteratieve Methoden (voor Fermat/Lagrange)

Het doel van een optimaliseringsprobleem is het minimaliseren dan wel maximaliseren
van een doelfuncti¢(x) door een vector van parameter@an te passen. De verza-
meling X C R” bevat alle mogelijke waarden die de n-dimensionale vectaan

mag nemen, het toegelaten gebied. De doelfunctie heefi&zedimensionale waarde,
ofwel f : R — R!. Met deze notatie kunnen we het probleem kortweg schrijven als:

min f(z). 8)
Een minimalisatieprobleem kan eenvoudig omgezet worden naar een maximal-
isatieprobleem door het teken van de doelfunctie te veranderen. Een alternatieve manier
om het probleem te beschrijven is het zoeken van de stationaire punten. Voorwaarde is
dan datf differentieerbaar is. Stationaire punten bevinden zich bij de nulpunten van de
gradeéntD f(z), de afgeleide naat, zo dat
_O0f(x) _

(Df)i =2 =0 1<i<n.
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Een stationair punt is niet altijd het absolute, ofwel globale optimum van de doelfunctie.
Er kan dan ook een lokaal optimum gevonden zijn. Als de functie echter convex is, dan
zal er slechts een optimum zijn.

Als f(z) en D f(x) niet bekend zijn dan wordt de optimalisatie wordt doorgaans
uitgevoerd met behulp van een algoritme dat de parameters stap voor stap aanpast vanaf
een beginwaarde, naar een verbeterde waarde van de doelfunctie. De beginwaarde is
zelden gegeven en wordt daarom vaak heuristisch gekozen. Démradirdt gebruikt
om de zoekrichting te bepalen en het probleem beter hanteerbaar te maken.

12.1 Newton-Raphston
Sectie 4.6 in R. Adams, p. 245.

12.2 Steepest Decent Algorithmen

Steepest Decent Algorithmen (SDA) is een klasse van optimalisatie algoritmes die door
Robbins en Monro gatroduceerd werd. In het SDA algoritme wordt de parameter it-
eratief bijgewerkt om een nulpunt van de géxtivanyf(z) te vinden. Indien de doel-
functie convex is, wordt het globale optimum gevonden, anders een lokaal optimum.
De schatting voor:*, de lokatie van het optimum, bij de k-de iteratie zal genoteerd
worden metry, , £k =0,1,2,..., zodat

klim T =x". 9)

De algemene vorm van het SDA is als volgt:
T+l = Tk — akDf(Jfk). (10)

De rij {a) } wordt degain sequencgenoemd. Bij het kiezen van de niet-negatieve rij
{ar} moet een rij gevonden worden die naar nul gaat naarmate de oplossing dichterbij
komt, maar waarbij vroegtijdige (valse) convergentie wordt vermedena Adsklein

is kruipt het algoritme naar het optimum. Adsechter te groot gekozen wordt kun-
nen er extreme schommelingen plaatsvinden, wat leidt tot een instabiel algoritme. Het
algoritme convergeert indien de rij voldoet aan twee voorwaarden:

iak:oo iai<oo. (12)
k=0 k=0

Een geschaalde harmonische rij van de vtk + 1} meta > 0 is een veel gebruikt
voorbeeld van een rij die aan deze voorwaarden voldoet.

Indien het toegelaten gebied niet de gehkleomvat, kan het gebeuren dat het
algoritme een oplossing* vindt die buiten het toegelaten gebi&dvalt. Vaak vindt
optimalisatie plaats met randvoorwaarden, waarddmjvoorbeeld binnen een bepaald
interval moet vallen. Om deze reden wordt de volgende variatie op het algoritme ge-
bruikt:

Tk+1 = Hx(xk- — CLk-Df(xk)). (12)
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Hierin is de functiellx een projectie van terug in het toegelaten gebiéd als het
algoritmez;, hierbuiten plaatst.

12.3 Approximatie/Schatting van de Gradént

Er zijn vele modellen waarbij het niet mogelijk is de gt van de doelfunctie met
behulp van wiskundige analyse te vinden. Voor zulke modellen bestaan er methoden
die beter geschikt zijn dan (12). De indirecte (of geschatte waarde) van dérmgradi
daarbij enkel gebaseerd op metingen van de doelfunctie. Het SDA algoritme in metho-
den met een graéintschatter heeft doorgaans de volgende twee eigenschappen:

1. Er wordt enkel eebenaderinggeschat van de ware waarde van de dgradi

2. Er wordt enkel gekeken naar de output van het systeem dat bestudeerd wordt,
zonder hierbij de onderliggende afhankelijkheid van de input te analyseren.

Op basis van het aantal iteraties convergeren algoritmen waarbij enkel doelfunctiewaar-
den gebruikt worden om de gré&dit te schatten vaak langzamer. Echter, omdat het
lastig kan zijn om de exacte relatie tussen de parameters (input) en de doelfunctie (out-
put) te vinden is een vergelijking in snelheid niet enkel te baseren op het aantal iteraties.
Er kunnen grote besparingen in rekentijd zijn door de doelfunctiewaarde te berekenen
in plaats van de graét.

12.4 Zuivere schatters (Stochastische Variabelen)

Naast bovengenoemde deterministische versie van het SDA algoritme van Robbins en
Monro bestaat er een stochastische variant. Het resultaat in (10) geldt abk @t
vervangen wordt door een zuivere gr&alischatter(0) voor D f(z). Dat wil zeggen
datE[Df(x)] = g(x). In geval van een zuivere schatter leest het algoritme als volgt:

Tht1 = T — arg(Tr). (13)
De convergentie in (9) is dan met kans 1. Het algorithme in (13) heet stochastische

approximatie (SA).

12.5 Onzuivere schatters (Stochastische en Deterministische Vari-
ante)

Indien een schatter niet zuiver is, wordt deze onzuiver genoemd. In dat geval geldt dat
Elg(x)] = g(x) + fout.

De klassieke aanpak voor de benadering van de @nadector is via 'finite differences’
en volgt uit de definitie hiervan als een vector yapartiéle afgeleiden. De definitie
van een paréle afgeleide van de functie: R” — R van de variabelen, ..., z,, naar
variabelez; is als volgt:

9 f@y, . min i+ e, T, ®0) = f(T1,. .0, T0)

. =1
8xif(m1’ 7xn) cg% c
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Er bestaan zowdden- als twee-zijdige finite difference grédt schatters. Bij de eerste
soort wordt de graéint geschat aan de hand van metingen van de doelfunctie bij
en bij (z + een perturbatie). Bij tweezijdige schatters wordt de gnaidgeschat aan de
hand van metingen van de doelfunctie bij{ een perturbatie). Bij parameters zijn er
respectievelijkn + 1 en2n metingen van de doelfunctie nodig per schatting. Ondanks
de langere rekentijd die nodig is voor een tweezijdige schatter, wordt deze wel vaak
gebruikt omdat de uitkomsten hierbij stabieler zijn. Hieronder worden verschillende
SDA algoritmen die een onzuivere gradischatter gebruiken besproken.

12.5.1 Kiefer-Wolfowitz Stochastische Aproximatie

Het prototype algoritme dat werkt met een onzuivere gnaidichatter is het finite dif-
ference SDA (FDSDA) algoritme. Het heeft dezelfde vorm als het algoritme van Rob-
bins en Monro (10). Het esse@éli verschil tussen de algoritmen zit in de benadering
van de gradéint.

In het algoritme van Kiefer en Wolfowitz wordt gebruik gemaakt van een onzuivere
tweezijdige schatter. Analoog aan de definitie van de @artifgeleide wordt in het al-
goritme bij iedere iteratiéén van de elementen in de vector met parameters aangepast,
ofwel gepertubeerd, terwijl de andere waarden gelijk gehouden worden. Op dit punt
wordt de waarde van de doelfunctie bepaald. Stel dat we kijken naar het i-de com-
ponent van de vector met parameters. Het i-de component van de dgratischatter
wordt dan berekend door het verschil in functiewaarden te delen door het differentie in-
terval, de perturbatie. In formulevorm ziet de giaschatter voor het i-de component
in het puntz er als volgt uit:

9 — _ f(l’k + cre;) — f(xk — cpe;)
al_if(l‘l,...,l‘p) Ngk,z(xk) = ZCk .

(14)

In het stochastisch geval jseen zuivere schatter vogren andersf = f. De vector

e; is de i-de eenheidsvector, dus liete element heeft de waarde 1 en op de andere
plaatsen staan nullen. Deze vector geeft de zoekrichting in de i-de richting. De &/ector
bevat de verschillen, waarhij, de perturbatie in de k-de stap van het algoritme is. De
rij {cx} moet net als de ri{ay, } uit (10) naar nul gaan op een gepast tempo. Qogpk
steeds kleiner te laten worden zal de fout die gemaakt wordt Bgdx) te vervangen
door bovengenoemdsgx) naar O gaan al8 — oo. Voor een paréle afgeleide wordt
immers de limiet varr — 0 genomen. Men zegt dan dat de geadschatter asympto-
tisch ink zuiver is. Wanneefa, } aan (11) voldoet, dan i, } = ¢/(k + 1)7 z0 dat
voldaan wordt aan de volgende voorwaarden:

l.¢,—0 als k— o0

2.

Zakck < 0o Zai/ci < oo (15)
k=0 k=0

De asymptotisch optimale waarde vopis 1/6.
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12.5.2 Simultane Perturbaties

Een alternatieve onzuivere gradischatter wordt gebruikt in de zogenaamde Simul-
tane Perturbatie Stochastische Approximatie (SPSA) methode. Het grote voordeel van
dit algoritme zit in de benodigde rekentijd. In tegenstelling tot het algoritme van Kiefer
en Wolfowitz is deze voor dit algoritme niet afhankelijk van het aantal parameters

De parameters worden hier namelijk niet stuk voor stuk geperturbeerd, maar gelijk-
tijdig, ofwel simultaan. Aan de hand van tweezijdige random perturbaties uit de
dimensionale random perturbatie vectoy wordt de doelfunctie twee keer berekend.

Elk component van de geschatte géadivector wordt bepaald door het verschil tussen
deze twee metingen te delen door de perturbatie van de individuele componenten van
de perturbatievector. De teller is hierbij voor elke parameter uit de vector gelijk. In
formulevorm:

) F(@p + crp) — fr — culy)

axi f(xh e ,I,Cp) ~ gk,z(xk) = ZCkAk,i . (16)

Deze gradéntschatter wordt vervolgens gebruikt in het SA algoritme(10).
De gain sequences hebben de volgende vorm:

ar = a/(A+k+1)° e =c/(k+1)

De rij {ax} uit het SDA algoritme (10) bepaalt wederom de aanpassing van de pa-
rametervector in de tegengestelde richting van de §radin moet voldoen aan (11).
Vaak gebruikt men hiervoor een aangepaste reeks, waarin hij een stabiliteitsconstante
A toevoegt. Daarbij voegt hij een parametetoe. De asymptotisch optimale waarde
voor « is 1, maar kan in praktijk soms beter anders gekozen worden. De uit het FDSA
algoritme bekende bepaalt de grootte van de perturbatie voor elk component. In het
geval van SPSA is dit geen vector, maar een diagonaalmatrix met de waarden uit de
vector ¢ op de diagonaal en voldoet aan (15). Hierdoor is ook SPSA asymptotisch
in k£ zuiver. Voor convergentie moeten er behalve aan beide gain-sequences ook eisen
gesteld worden aan de verdeling van de perturbatie végioDe vectorA,; bepaalt de
zoekrichting in déi-de stap van het algoritme. ¥, ;'s moeten onafhankelijk en sym-
metrisch verdeeld zijn rond met eindigende inverse tweede momentefj 4. ;| ~'])

voor allek eni. Een symmetrische Bernoulli verdeling waarbij met kéuisde waarde

1 en met gelijke kans de waardel wordt aangenomen voldoet aan deze eisen. De
veelgebruikte uniforme- en normale verdeling voldoen niet. Deze verdelingen hebben
namelijk geen eindige inverse momenten.

Het feit dat het aantal berekeningen van de doelfunctie bij SPSA onafhankelijk is
van het aantal parameters, maakt deze methode zeer interessant voor problemen waarbij
over een groot aantal parameters geoptimaliseerd moet worden. Dit voordeel geldt mits
het aantal benodigde iteraties om tot een optimum te komen niet sterk toeneemt.
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13 Ilteratieve Methoden (voor Lagrange)
Probleem (P) Zij fo : D — IR, metD C IR" een convexe verzameling:

f()(iv) — max
onder fi(z) <0,1<i<s,
filz)=0,s+1<i<m,

noemen wij eem-dimensionaal optimaliseringsprobleem met nevenvoorwaarden.

Wij voeren op de productruimt® x IR"™ de Lagrangefuncti& in, gedefinieerd
door

L(xz,\) = folw) = > Nifi().
=1
Een punt(z*, \*) heet zadelpunt las geldt
Lz, ) < L(z",\*) < L(z",\)

voor ieder(z,\) € D x [0,00)™. Als (z*, \*) een zadelpunt is dan {&*, \*) een
oplossing vooK FPs).

Eéen oplossing voor(FPs;) kan dus worden gevonden door simultaan cle
componenten te maximaliseren en inXdeomponenten te minimaliseren.

Zij (z*, \¥) gegeven als volgt:

) 0 . 0
k+1 _ k k k k
7 = = <axif(x >+;Ai i@ ))
en
/\i_CJrl — /\f +pkfi($k+1)

modulo projectie o x [0, c0)™, met
0< Zek = oo,Z(ek.)2 < 00
k k

en

0< Zpk = oo,Z(pk)Q < o0.
k k

Dan geldt
lim (2%, \F) = (2%, \%).

k—oo
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14 Practicum Week 6 (Tentamen, 2007)

Opgave 1De functief op IR is gedefinieerd door

f(z,y) =y* + zy.

(a) Stel vast of de functie differentieerbaar is. Bepaal telkens deéniadinf in
het punt(2, 1).

(b) Bepaal de tangentenviakte vArmn het punt(2,1).

(c) Bepaal de stationaire punten vAnBepaal vervolgens met behulp van figuur 1
de aard van de punten.

Opgave 2De functief opIR? is gedefinieerd door
f(z,y) =In(1 + 22 4 3?).

(a) Bepaal met behulp van de vier stappen methode de extreme waardéarvde
(z,y)-waarden waarin zij worden aangenomen.

(b) Pas het SDA algorithme toe met gain sequence= a/k + 1 voora = 2 en
begin waardey = (2o, yo) = (1,1). Berekenzy, 2.

Opgave 3De functief is gedefinieerd door

f(z,y) = e"In(1 +y).

(a) Bepaal de gradint en de Hessiaan vgh Voor welke waarden vaf, y) is de
functie differentieerbaar?

(b) De stelling van Taylor geeft aan dat

F(sy) = F(0,0) + DF(0,0)(x,0) + 3 (&) HF(0,0)(w, )"

Wat zijn de voorwaarden om de stelling van Taylor toe te kunnen passen? Bepaal
de benadering voor de gegeven functie.

Opgave 4De functief opIR? is gedefinieerd door

flzy) = (@ +y)* — 2ay.

Bepaal de minimale waarde ven
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Figure 1: Gradéntveld vanf(z, y) = y* + zy

(a) onder de nevenvoorwaarde

P tay+y?—3=0,

(b) onder de nevenvoorwaarde

2-3<0.

m2—|—my—|—y
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Opgave 5De functief opIR? is gedefinieerd door
fla,y) = (L +y)°a® + 42

Laat zien dat0, 0) het unieke stationair punt vahis en dat0, 0) een locaal minimum
is. Heeftf een globaal minimum?
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